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lieber imendliclie Reihen und deren Convergenz, 



Die Mathematik hat es häufig mit (rrössen zu thun, deren Definition einen 
unendlichen, d. h. einen ohne Ende fortgesetzten Process einschljesst. Solche 
Grössen lassen sick nicht direct finden, weil wir nicht im Stande sind, eine 
unendliche Operation wiriilich vorzunehmen oder einen beliebigen Process ohne 
Ende fortzusetzen. Es fragt sich daher vor Allem, ob im gegebenen Falle eine 
bestimmte Grosse existirt, welche der vorgelegten Bedingung genUgt, da mög- 
licherweise das Resultat des unendlichen Processes einen Widerspruch in sich 
schiiessen, oder wenigstens der mathematischen Betrachtung sieh entziehen 
kann. Soll das gesuchte Resultat ein angebbares sein , einen mathematischen 
Sinn haben, so muss sich zeigen lassen , dass man sich dem vorausgesetzten 
Resultate der unendlidien Operation immer mehr nähert, je weiter man den 
geforderten Process fortsetzt; dergestalt, dass man jeden beliebigen Grad der 
Annäherung erreichen kann, wenn man nur weit genug geht. 

Wena eine constante Grösse a so beschaffen ist, dass während eine andere 
tf eioh nach einem bestimmten Gesetze ändert , bei fortgesetzter Aenderiing der 
Unterschied der letzteren von der ersteren zuletzt kleiner wird, als jede angeb- 
bare Grösse if, so nennt man a den Grenzwerth von a, und folgert aus der Un- 
gleichung a -^ a < d die Gleichung 

lim assa 

Man hat also bei jeder vorgeschriebenen unendlichen Operation zu zeigen, dass 
fUr sie ein solcher Grenzwerth existire^, und ist alsdann berechtigt, denselben 
als das gesuchte Resultat anzusehen. 

So bewefst man z. B. in den Elementen der Analysis, dass fUr unbegrenzt 
wachsende Werthe von n der Ausdruck 

lim(4-+.^y=sg«2.71828... 

die Basis der natttrlichen Logarithmen zur Grenze hat, während im gleioh^i 
Falle der complexe Ausdruck 

giw?t Ä coswac H- tsinf9(c 
wo tsB Y — 4 die imaginäre Einheit bedeutet, sich keiner Grenze nähert, so 
lange x einen reellen Werth hat. 



2. 

Sei eine Grösse 

f7=s u^ + U| + t/j + . . IQ inf. 
als Summe einer nach einem bestimmten Gesetze ins Unendliche fortgesetzten 
Reihe von Gliedern definirt, so l£isst sich der Werth dieser unendlichen 
Reihe nicht durch direcle Summation finden, ja möglicherweise kann dieser 
Werth durch gar keine bestimmte Grösse ausgedrückt werden. Wenn die 
sämmtlichen Glieder u der Einheit gleich sind, so ergibt sich leicht, dass durch 
die fortgesetzte Summation ein Resultat entsteht, welches allmälich grösser wird, 
als jede angebbare Grösse: ein Werth aber, der über alle Grenzen wächst, also 
selber unendlich ist, entzieht sich seiner Natur nach der directen mathemati- 
schen Betrachtung. Sind die Glieder u abwechselnd der positiven und negati- 
ven Einheit gleich, so folgt durch Summirung einer geraden Anzahl der Werth 
, während eine ungerade Anzahl + 4 ergibt. Da dieses zwiefache Ergebniss 
sich wiederholt, wie weit man auch die Summirung fortsetzen mag, so schliesst 
man , dass die unendliche Reihe in dem betrachteten Falle keiner bestimmten 
Summe fähig sei, also überall da unbrauchbar ist und keinen Sinn hat, wo die 
Angabe eines bestimmten Werthes gefordert wird. 

Hierdurch wird man auf die Eintheilung der unendlichen Reihen in con-- 
vergirejide und divergirende geführt,. je nachdem man sich durch die 
fortgesetzte Summation der aufeinanderfolgenden Qüeder einem bestimmten 
Grenzwerthe nähert, oder nicht. Nur von den Reiben der ersten Kategorie kann 
gesagt werden, dass sie eine Summe haben; divergirende Reihen dagegen 
dürfen in analytischen Rechnungen nicht gebraucht werden. 

Um die Convergenz einer Reihe zu beweisen, hat man zu zeigen, dass wenn 
man die Summe ihrer n ersten Glieder bildet, diese Summe 

als Function der Zahl n betrachtet, mit wachsendem n sich einer bestimmten 
Grenze* £/^ ohne Ende nähert, mit andern Worlcn , dass n so gross genommen 
werden kann , dass die Differenz U — Uf^fhr wachsende n kleiner wird als jede 
kleine Grösse d. Im entgegengesetzten Falle ist die Reihe divergent. Es folgt 
hieraus, dass die Beschaffenheit einer beliebigen endlichen Anzahl von Gliedern, 
welche den Anfang der Reiha bilden^ auf ihre Convergenz oder Divergenz ohne 
Einfluss ist. 

Nennt man für einen beliebigen Werth von n die Differenz 

den Rest der Reihe, so muss für grosse Werthe von n die Ungleichung 

Stattfinden. Aus dieser Erklärung folgt, dass wenn die vorgelegte Reihe conver- 
giren soll, es nothwendig und hinreichend sein wird, dass für stets wachsende 
Werthe von n das Aggregat 

sich der Null immerfort nähert , welchen Werth auch p haben mag. Es muss 
daher das allgemeine Glied u^^ einer convergenten Reibe die Null zur Grenze 



habeHi ohne dass sich jedoch umgekehrt aus dieser Eigenschaft auf die Gonver- 
genz der Reihe schliessen lässt. Ein einfaches Beispiel gibt die di vergirende 
harmonische Reihe 



deren allgemeines Glied — mit wachsendem n kleiner wird, als jede angebbare 
Grösse , wahrend die Summe der Glieder allm^Stich über alle Grenzen wächst. 
(Das Aggregat w^ + Wn+i ••• + ''in übersteigt stels den endlichen Werth y, 
wie gross man auch n wählen möge.) 

3. 

Indem wir uns zur Untersuchung der Gonvergenz unendlicher Reiben von 
speciellen Eigenschaften wenden, beginnen wir mit der Betrachtung der geo> 
metrischen Reihe 

ü^=<-l-ir + a?*-l-aj'-l-.T* + ... 
und setzen zunächst voraus, dass x einer reellen, positiven Grösse gleich sei. 
Die direcle Summation. der n ersten Glieder ergibt 

und, es ist zu untersuchen , ob und unter welchen Umständen mit wachsendem 
n diese Grösse sich einer bestimmten Grenze nähert. 

Die Entscheidung hängt von dem Verbalten der Potenz o^ ab , welche mit 
zunehmendem. n offenbar wachsend oder abnehmend verharrt, je nachdem x 
die Einheit übersteigt, oder durch einen ächten Bruch ausgedrückt wird. Es 
fragt sich , ob der Werth von ixf^ bei diesem Wachsen oder Abnebnien einer 
Grenze sich nähert, oder nicht. Dass für o? > 4 das Wachsen über jede Grenze 
hinaus stattfinden muss, lässt sich durch folgende Schlüsse zeigen. Wenn das 
Gegentheil stattfände, so mttsste ein Grenzwerth G existiren, von der Beschaf- 
fenheit, dass derselbe für wachsende n durch o^ nicht mehr übersprungen wer* 
den könnte, während jeder kleinere Werth g noch übersprungen würde, wenn 
man n gross genug wählt. Dann gilt für solche Werthe von n die doppelte Un* 
gleichung 

9<af<G 
und daraus folgt weiter 

xg < 05«+* < G. 

Da aber Nichts im Wege steht, den Werth ^ < 6 zwischen G und — liegend an- 

zunehmen , so würde die au» der vorausgesetzten Existenz eines Grenzwerthes 
G abgeleitete Ungleichung xg<,G einen Widerspruch enthalten, und folglich 
kann das Wachsen von a^ durch k^ine Grenze beschränkt sein. 

Ganz analog wird bewiesen, dass im Falle a? < 4 kein noch so kleiner von 
Null verschiedener Grenzwerth d existiren kann, welchen der Werth von 
d^ beim Abnehmen für unbegrenzt wachsende Werthe von n nicht überschreitet. 
Aus der Ungleichung ^ < d folgt aber 

lim (c" s 0. 
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Hiermit ist nach dem Früheren die Divergenz der geometrischen Reiha fllr 
o; > 1 , ihre ConvergenzfUra?<4 nachgewiesen, und im letzteren Falle zu- 
gleich ihre Summe gefunden, da aus 

Hm £L = lim -z 

der Werlh 

hervorgeht. 



4. 

Wenn in einer aus positiven Gliedern bestehenden Reihe u^ + U| . . . der 
Quotient zweier aufeinanderfolgender Gh'eder von irgend einer Stelle an für 
wachsende Werthe von n kleiner bleibt, als ein beliebiger achter Bruch ?< 4, 
so convergirt die Reihe. 

Der Beweis folgt aus der Vergleichung mit der geometrischen Reihe. Denn 

aus ^^^^^ < q, ^^^^^ < 9 . . gehen die Ungleichungen 

allgemein t^n-i-p ^ ^n9^ hervor, woraus zunächst folgt, dass u^j^p mit wachsen- 
dem Index sich unbegrenzt der Null nähert. Durch Addition ergibt sich für den 
Rest der Reihe die Ungleichung 

oder wenn man die geometrische Reihe auf der rechten Seite für 9 < 1 summirt : 



Da *das allgemeine Glied n^ unter jede Grenze abnimmt, so folgt B^K^ und da- 
mit die behauptete Gonvergenz der Reihe. 

Wenn /J^, /*|, /*2 • • • beliebige Factoren bezeichnen^ welche mit wachsen- 
dem Index nicht über alle Grenzen wachsen, so convergirt mit der Reihe 
C/xsti^ ^^ t^i + ti2 • • auch die Reihe 

Denn da vermöge der gemachten Voraussetzung die Factoren f stets kleiner 
bleiben müssen, als eine endliche Grosse F, so wird der Rest 

Dieses Product muss aber mit wachsendem n kleiner werden als jede kleine 
Grösse, weil der Rest jR^ der convergirenden Reihe U die Null zur Grenze hat. 

Der Satz bleibt offenbar richtig , auch wenn die Factoren f ungleiche Vor* 
zeichen haben, sowie ganz allgemein, wenn sie beliebige complexe Grössen be- 
deuten, deren reelle und imaginäre Theile die Grenze P nicht überschreiten*}. 



*) Wann die Glieder einer Reihe C^ « Vo + i«i + «t • • aus complexea Grössen von der 
Form u sa + frt bestehen, so zerfällt <lie Reihe selbst in einen reellen und einen imagiotfreB 
Theil. Denn offenbar wird 

1/ =a (0. + a^ + fl, ...) + (^a + ^1 + ^ •••)• = >* + Ä^ 
und es wird jetzt die Gonvergenz der Reihe A sowohl als der Reihe B erfordeii« wenn die 

Summe U einen Sinn haben soll. 
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Man wird daher auch den Grössen u beliebige complexe Werlhe von der Form 

u^ssr^e^n* beilegen dürfen, wenn für die Module ?'^ die Bedingung -Ä.±i.< q 

für grosse Werlhe von n erfüllt bleibt. Als eine einfache Folgerung hieraus er- 
gibt sich die Convergenz der geometrischen Reihe auch für complexe Werthe von 
x^re^y deren Module r ächte Brüche sind. Dagegen bleibt die Divergenz für 
Werthe des Moduls r> 4 bestehen, weil in diesem Falle das allgemeine Glied 
af^^f^e^* mit wachsendem n nicht unter jede Grenze abnehmen kann. 



5. 

Wenn die (reellen) Coefficienten m^, m^ . . für grosse Werthe von n die Un- 
gleichheiten 

erfüllen, und zugleich ohne Grenze abnehmen, so convergirt die Reihe 

wo CD SS e9^ eine complexe Grosse mit dem Modul 1 bezeichnet. 

Multiplicirt man nämlich das Aggregat {/^su^ + u^cc . . + u^o^ mit dem 
Factor 1 — a?, so wird 

(4 — a:)ü'^ = Uo— K — «i)a?— .. • — («n-i — t*n)^ — «'»a^** 

wo die Bedeutung der abgekürzten Bezeichnung T^^ von selbst erhellt. Lässt 
man hier n über alle Grenzen wachsen, so verschwindet das Glied 

u^jOc""*"* SS u^(cosn-h4^ + tsinn-h49)), 
und es muss 11^^ einem Grenzwerthe U zustreben , wenn die Reihe T^ , ins Un- 
endliche fortgesetzt, einer Grenze T sich nähert. Zur Erfüllung dieser Bedingung 
ist zu beweisen, dass der Rest 

unter jede Grenze abnimmt. DaMie reellen und imaginären Theile der Potenzen 
von X zwischen ± 4 oscilliren, und die Coefficienten 

<*n— «*n+i> ^n+t— ^n+2» U.S.W, 
der Voraussetzung nach sämmtlich positiv sind, so wird 

r- T; < (u^- Wn+i) + (^n+f - 1/„+,) + etc. 

und hier lehrt der Augenschein, dass die rechte Seite mit wachsendem n kleiner 

gemacht werden kann, als jede kleine Grösse. 

Hieraus folgt 

1 — 0? ' 

welcher Werth in dem einzigen Falle die unbestimmte Form y erhält, wo o?» 4 
oder 9> SS ist. In diesem Falle lässt sich also die Convergenz von U nicht ohne 



Ausserdem ist bekannt, dass jede complexe Grösse a + 6t sich auf die Form re^ brin- 
gen iflsst, woassrcosy), 6sxrsin^ zu setzen ist, und der Modul r eine reelle, positive 
Grösse bedeutet, während die Amplitude </) einen bestimmten Werlh innerhalb der vier Qua- 
dranten des Umkreises annimmt. Eine complexe Grösse nimmt unter alle Grenzen ab, sobald 
der Modul die Null zur Grenze hat. 

Scheiboer, UnrndUehc ReilieA. * 
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nähere Untersuchung behaupten. Die Zerf^IIung in den reellen und den imagi- 
nürcn Theil ergibt die Convergenz der Reihe 

Uq -I- u^ cos 9 + t/j cos 2qp -4- «3 cos 3qp + etc. 
nebst 

u^s\uq>'^'U^s'ln2q> -f- UjSinS^) + etc. 
Für (jp = TT oder a: = — < geht als specieHer Fall die Convergenz der Reibe ab- 
nehmender Glieder mit alternirenden Vorzeichen hervor: 

(7= UQ — u^-hu^ — u^'hu^^ etc., 
welche auch direct aus der leicht beweisbaren Eigenschaft folgt, dass die Summe 
l/ stets zwischen den Grenzen U^ und U^^^^ enthalten sein muss, welche für 
wachsende Werthe von n zusammenfallen. 



6. 

Es tritt häufig der Fall ein , dass der Werth einer convergirenden unend- 
lichen Reihe sich ändert^ wenn dfe Anordnung ihrer Glieder; d. b. die Reihen- 
folge, welche bei der Summation beobachtet werden soll, verändert wird. Es 
kann sogar durch eine solche veränderte Anordnung eine convergente Reihe xu 
einer divergenten werden, und umgekehrt. 

Ein einfaches Beispiel *) gibt die Reihe für log nat 2 : 

Setzt man nämlich 

wobei die Anordnung so gelroffen ist, dass auf zwei additive Glieder ein sub- 

■ 

tractives folgt, und bedenkt, dass man die Summen ü und l/, unter den Formen 
ü=lim 2 ('v-^ — 4- ^ • 

«limir— ! L_ + __! L^ 

^^^^^j\4m— 8 4m^8 4m— 4 4m/ 

darstellen kann, so folgt für die Differenz 

ü'-r7«lim 2 f-r^^^^-^ 



mithin 



Vr'^U. 



Hiernach stellt sich die Wichtigkeit der Unterscheidung von bedingt und 
von unbedingt convergirenden Reihen heraus^ d. h. von Reihen, deren 
Werth von der Anordnung der Glieder abhängt, und deren Werth bei beliebig 

veränderter Anordnung unverändert bleibt. 

« 

*) DiRiCHLET in den Abbandl. der Berliner Akademie für 48t7. S. 48. 



/ 
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Seien 

U =iUQ -hu^ + ttj . . 

uod 17'= m'jj 4- u\ + u j . . 

zwei durch veränderte Anordnung ihrer Glieder sich unterscheidende Beiben, 

deren Summen als die Grenzen der Aggregate 

^n = Wo -•" ^1 -♦■ ^2 • • + Wfl 
^m= w'o + ti; + ui.. +14'^ 

fUr wachsende Werthe von m und n angesehen werden dürfen, so muss es mög- 
lich sein, für jeden Werth von n, m so gross anzunehmen, dass die n Glieder von 
U^ sämmtlich unter den m Gliedern von Vf^ enthalten sind. Ausserdem wird 
f/'m noch m—n Glieder von de? Form 



Wp + w^ + Wr 



• • 



enthalten, deren Indicesp, 9, r . . grösser als n sind. Soll nun {7= (/'sein, Sq 
muss 

lim (J7'|»— U^) = lim (u^ H- w^ -h u^ . . .) 
für wachsende Werthe von m und n unter jede Grenze abnehmen. Diess ist folg- 
lich die Bedingung der unbedingten Convergenz, welche sich noch unter 
anderer Form aussprechen lässt. 

7. 

Als noth wendige und hinreichende Bedingung der unbedingten Con- 
vergenz wird erfordert, dass die Reihe Us^u^^'^u^H' .. auch dann conver- 
girt, wönn statt der einzelnen Glieder ihre Module gesetzt werden. 

Zunächst ist klar , dass eine convergente Reihe , deren Glieder für grosse 
Werthe von n sämmtlich einerlei Vorzeichen haben, unbedingt convergirt. Denn 
in diesem Falle ist 

und da mit wachsendem n der liest einer convergcnten Reihe die Null zur Grenze 
hat, so gilt diess a fortiori von der linken Seite der Ungleichung. Sei nun 

eine convergente Reihe, so nimmt zufolge des eben Bewiesenen die Summe 
Sp-hSg-i-Sf. . , uater alle Grenzen ab, folglich auch die Reihen 

cos j^ cos j^ cos j^ 
*P siu ^P "*" ^9 sin ^Q "•" ^»^ sin ^r "•" • • > 

mit anderen Worten das Aggregat Up + u^ H- ti^. . . . 

Umgekehrt folgt die Coqvergenz der Reihe 5=5qH-5|H- .., sobald die 
Summe der Reihe {7=Uq + U|H- . . von der Anordnung ihrer Glieder unabhängig 
ist. Denn setzt man u,^aBBa,i + 6^ t, und es sollen die beiden Reihen 

il =B o^ + a^ 4- Oj . . Ä = 6^ 4- 6| + ftj . . . 
unbedingt convergiren, so müssen nicht allein die reellen Summen 

an + o»+i-fr .. und ön + *n+i--- 
sich mit wachsendem n der Null nähern, sondern auch das Aggregat jeder dar- 
aus getroffenen Auswahl von Gliedern. Man kann also die mit positiven Vorzei- 
chen versehenen, sowie die negativen für sich zusammenfassen, und daraus 
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weiter schliessen , dass die hingeschriebenen Summen auch dann die Null zur 
Grenze haben müssen, wenn man die sämmtlichen Glieder ihrem absoluten 
Werthe nach addirt. Bezeichnet man die absoluten Werthe durch Hinzufügung 
voti Accenten, so muss das Aggregat 

kleiner werden als jede kleine Grösse. Aus s^ =s Va^*-4-6^* folgt aber 

folglich auch 
w. z. b. w. 



8. 



Seien 



zwei unbedingt convergirende Reihen, und man bilde die Reihe 

^ = Po-*-Pi-*-P2-*- •• » 
wo 

so ist auch P unbedingt convergent und dem Producte Z7F gleich. 

Bezeichnet man durch 11^^^ F^, P^^ die Summen der n ersten Glieder der 
obigen Reihen, so hat man identisch : 

^2n— ^n^n'^ ^o*^2n"+" ^i^an— 1 •/ • "*" '^n—i^n+i 

und wenn man n über alle Grenzen wachsen IHsst, 

limP2^=:t7r + lim{(ü^t;,n. .4- r/„..t;n+t) + (FoW,^. . -I- F^», !*»+,)} 
Es wird folglich P^limP^n convergent sein, sobald das Aggregat auf der rech- 
ten Seite sich mit wachsendem n einer besilimmten endlichen Grenze nähert : 
die Gleichung P =s UV geht hervor, wenn die gedachte Grenze den Werth 
Null hat. • 

Die letztere Bedingung wird erfüllt durch die unbedingte Convergenz von 
U undT. Denn wenn Sf^ und a^^ die Module von u^ und t;,^ bedeuten, und man 
schreibt 

so nähern sich S^ und 2^ mit wachsendem n beständig zunehmend den 
endlichen und positiven Grenzwerthen S und S^ so dass S^K.S und ^,^<^ bleibt. 
Offenbar aber ist der numerische Werth sowohl des reellen als des imaginären 
Theiles von 

Die rechte Seite ist wiederum 

< S(<'«+i + ^n+2 • • ■*- 02n) < S(2^2^) 
d. i. eine der Null zustrebende Grösse. Dasselbe gilt von dem Aggregate 

^0^2» "*" ^i"2n-i • • "+" ^»— 1^+1 » ^^^ somit wird P =s UV. 

Dass endlich P unabhängig von der Anordnung der Glieder convergirt, er- 
gibt sich ohne Schwierigkeit aus der Betrachtung, dass die Reihe zu convergiren 
fortführt, wenn man statt p^ das positive Aggregat 
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setzt, welches nach einem bekannten Satze nicht kleiner sein kann als der Mo- 
dul von Pn = ^o^n"*"^i^n— 1 •• "•"'^n^o' ^^*® ^^^ Convergenz der Reihe der 
Module folgt aber die unbedingt« Convergenz von P. 

9. 

Schreibt man in den Formeln des vorigen Art. u^o^ und v^x^ stat^u^ und 
^n* s^ 8®^^ Pn '° Pn^ über, und es wird 

wenn die beiden Factoren auf der rechten Seite unbedingt öonvergiren. In Be- 
zug auf derartige Reihen gilt der Satz, dass wenn die Convergenz einer Potenz- 
reihe U^ ttjj 4- tt, 05 + ti^a;* . . für irgend einen complexen Werth a?^= q eV^' ihrer 
HauptgrOsse bekannt ist, die Reihe für jeden beliebigen complexen Werlh 
o^asre?'* unbedingt convergirt; dessen Modul r < ^ ist. 

Setzt man u^^ss^^e^»*, so muss die Convergenz der Reihe der Module 

nachgewiesen, resp. gezeigt werden, dass der Rest 

gemacht werden kann. Schreibt man 

und bedenkt, dass die Module der Glieder der convergirenden Reihe Umii wach- 
sendem n selber sich der Null nähern, so folgt zunächst, dass für grosse Werthe 
von n die Werthe der Factoren Ä^+pp**"**'' = modM^^pa^+P unterhalb einer 
beliebigen Grenze ^ bleiben müssen. Damit wird 

«•.<^i(7)"*(7r-!. 



d. i. wegen r < ^ 



*«<^(f/;iz<'' 



Q 

weil beide Factoren unter alle Grenzen abnehmen. 



10. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Untersuchung der Stetigkeit einer 
(convergenten) unendlichen Reihe, deren Glieder als stetige Functionen einer 
Variabein x betrachtet werden sollen. Der Begriff der Stetigkeit verlangt, dass 
die Function sich continuirlich ändere, wenn die Äenderung der Variabein eine 
continuirliche ist. Soll also 

t/=s t/^ -I- W| + Wj -f- . . SS fx 

eine stetige Function für irgend einen Werth von x sein , so muss für abneh- 
mende Werthe von h die Ungleichung 

fix^hj-^fxKd 
oder was dasselbe ist; die Grenzgleichung 

lim f[x 'hh)t= f^ 
erfüllt werden. Hierbei kann man eine bedingte und eine unbedingte Ste- 
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tigkeit unterscheiden. Unbedingte Stetigkeit findet beim Durchgange 
durch einen Werth x der Variabeln statt, wenn die Abnahme des beliebigen 
Incremen ts A = £6^* keiner Bedingung oder Beschränkung unterworfen ist; da- 
gegen wird die Function an der gedachten Stelle nur bedingt stetig sein, 
wenn die Richtigkeit der Gleichung lim/(a? + A) s=fx voraussetzt, dass wäh- 
rend der Modul e der Null sich unbegrenzt nähert, die Amplitude oi nicht alle 
Werthe/les Umkreises durchlaufen kann. 

Wena die Stetigkeit einer unendlichen Reihe /*a?sst/^ + w, + . . . nachge- 
wiesen werden soll, so hat man den Werth von 

/•(a;-i-Ä) = w;4-< + w'j-h .. 
zu untersuchen, wo die Accente bezeichnen, dass in den Werthen der einzelnen 
Glieder u die Variable x das Increment h erhält^ Es wird natürlich vorausge- 
setzt, dass man h klein genug nehmen könne, damit beide Reihen für fx und 
f(x-^h) gleichzeitig convergiren. Dann folgt, für einen bestimmten Werth 
hsssee^* von beliebiger Kleinheit, dass man n so gross wählen kann, dass die 
Reste R^ und R'^ der beiden convergirenden Reihen , zugleich mit ihrer Diffe* 
renz R'f^ — R^, kleiner werden, als eine beliebig klein gewählte Grüss^ d. Sub* 
trahirt man die beiden Gleichungen 

/•o? = Wo ■*- «*! • • • ■+" «^n - 1 -♦- Ä» 
und 

fix-hh) = M'o + w; . , + tt'^., 4- R'n, 
so folgt 

fix + A) - /'oj = (w'o - %) -h [u\ - uj . . . + (w;_i — tt^_,) + Ä',^ — Ä^ 

und wenn man annimmt, dass die grösste der Differenzen u' — u eine kleine 

Grösse J nicht überschreitet, (die wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der 

einzelnen Glieder von u mit h beliebig klein werden darf,) so ergibt sich 

f(x -^ h) -^ fx <^nJ -h d. 

11. 

Da d beliebig klein gemacht werden kann , und J mit h unbegrenzt ab- 
nimmt, so lässt sich ermessen, wie auch für grosse Werthe von n die rechte 
Seite jeden Grad der Kleinheit erreichen kann. Doch würde man irren, wenn 
man mit Gaughy*) schliessen wollte, dass dieser Fall unbedingt eintreten , mit 
anderen Worten, dass stets lim f{x '^h)^fx sein müsste. Es gibt nämlich in 
der That unendliche Reihen, welche convergent sind und dennoch für gewisse 
Werthe der Variabein unstetige Functionen darstellen, und für solche Argumen- 
tenwerthe muss die Differenz f{x '^h)^fx sich mit abnehmendem A einer end- ^ 
liehen, von Null verschiedenen Grösse nähern. Wie ist dieses scheinbare Para- 
doxon zu erklären ? 

Im Allgemeinen richtet sich die Grösse von n nach der Kleinheit von d, und 
muss durch die Kleinheit von J oder A aufgewogen werden. Da aber vermöge 
der Ungleichungen R'^ < d oder Ä'^ — Ä,^ < (J, 5 nicht allein von Ä^, sondern 



*) Caücht, Cowrs dfanalyse, p. 4 34; zur Literatur vergl. Abel in Grelle's Journal, I, 
S. 844 f., und Seidel in den Abhandl. der MUnchener Akademie, T. V., t. Abth., p. 884 flg. 
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auch vom Reste der Reihe für fix^-h) abhängt, so wird die Grösse von n auch 
durch das gewählte h bedingt, und es ist der Fall denkbar, dass wenn man h 
unbegrenzt abnehmen lassen will, dadurch der Werth von n, um dem näm- 
lichen Werthe von d Genüge zu leisten, unbegrenzt wachsen muss; derge- 
stalt, dass nicht allein die Verkleinerung von d, sondern schon die Verkleine- 
rung von h oder J ein Wachsen von n herbeiführt. In diesem Falle lässt sich 
aber über den Werth oder die Abnahme des Productes n^, wovon der eine 
Factor gerade dadurch Über alle Grenzen wächst , dass man den anderen be- 
ständig kleiner werden lässt, kein Schluss mehr ziehen. Soll also die unendliche 
Reihe beim Uebergange von x^-htxix stetig bleiben , so muss die Möglichkeit 
gegeben sein, n für hinreichend kleine Werthe von h (oder J) und d so zu be- 
stimmen , dass die Ungleichung R'f^ < d oder It'^ — /}^ < d erfüllt bleibt, auch 
wenn man h noch weiter abnehmen lässt. 



12. 

Nach Auffindung dieses Kriteriums für die Beurlheilung der Stetigkeit einer 
unendlichen Reihe wird es leicht sein den Beweis zu führen, dass eine Potenz- 
reihe von der Form 

J7=s W^ H- U^X + WjOJ* -♦-... =s fx 

eine stetige, und zwar unbedingt stetige Function für alle Werthe der 
Hauptgrösse x ist, welche nicht an den Grenzen ihrer Gonvergenz liegen, also 
wenn die Gonvergenz für irgend einen Werth a? = ^ eV'* bekannt ist, für^alle 
Werthe von x, deren Modul r < p ist. 

Um fix-^h) für alle Werthe von h = ee^^ zu bilden, genügt es, im Werlhe 
von xssre^ den Werthen des Moduls und der Amplitude beliebig kleine (reelle) 
Incremen te dr und dq^ im positiven wie im negativen Sinne beizulegen. Wir 
werden zeigen, dass in beiden Fällen der Zuwachs von fx gleichfalls unendlich 
klein sein muss , und beginnen wegen der unbedingten Gonvergenz von U mit 
der Reihe der Module. 

Für diese wird der Rest 

und wenn man den Zuwachs ± dr beifügt : 

Ä;«5«(r±Jrr + 5«+,(r±dr)«+*+... 
Da beide Reihen convergiren , (indem mit r auch < r db ()r < ^ vorausgesetzt 
werden darf,) so lässt sich n so gross wählen^ dass die Differenz R'^ — 7?^ < d 
für ein beliebig klein gewähltes d wird. Es zeigt sich hier auf den ersten Blick, 
dass diese Ungleichung für die nämlichen Werthe von n und d bestehen bleibt, 
auch wenn man dr ganz unbegrenzt abnehmen lässt, so dass damit die Stetig- 
keit der Reihe 

für eine reelle Aenderung von r dargethan ist. 

Um zur Reihe u^'-hu^x-hiLfl:^.'^ • • überzugeben, braucht man nur imagi- 
näre Exponentialfactorcn von der Form cÜ:«+**9^)* hinzuzufügen, welche an der 
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bewiesenen Ungleichung Nichts ändern können. Eben so einleuchtend endlich 
ist, dass bei einer Äenderung der Amplitude fp um ± df) die Ungleichung 

M„a;«ß±*»»^9> + M^^^a^+«e±(«+*)»'^9-h .. < d, 

unabhängig von der Grösse von dip , für dieselben Werthe von n und d richtig 
bleibt, für virelche./)'f^ < d war. 

13. 

Eine wichtige Eigenschaft der Potenzreihen ist in dem Satze ausgesprochen, 
dass wenn eine Gleichung von der Form 

stattfindet, wahrend die Hauptgrösse o; = re9^ auf continuirlichem Wege zwi- 
schen cc^ sss lare^o' und x^ =s qe^*} variirt, wo die Module isr und q ein beliebig 
kleines reelles Intervall einschliessen , die sämmtlichen Goefficienten u den 
Goefficienten v identisch gleich sein müssen. Man darf hierbei die Amplitude q^ 
als eine beliebig gegebene Function des Moduls r ansehen , und erhält unter 
geometrischem Bilde die zulässigen Werlhe von x durch ein beliebiges Curven- 
stttck repräsentirt, dessen Polarcoordinaten r und ip resp. zwischen nf und q 
und zwischen q>^ und q>^ variiren. 

Wenn für tor = das Intervall von Null beginnt , so liegt der Beweis auf 
der Hand. Denn für o? = folgt u^s v^ und damit 

Setzt man hier wiederum a; = , so folgt nichts Neues ; da die Gleichung aber 
auch bestehen soll für Werthe von r<p, welche von Nuirverschieden sind, so 
darf man den Factor x auf beiden Seiten weglassen, und in der Gleichung 

u^ + u^ -I- WjCC^ . . = t; j -I- VjCC H- v^^ . . 
X zwar nicht mehr der Null, aber einer beliebig kleinen (complexen) Grösse d 
gleich setzen. Mit d können die Aggregate 

u^ + t/jO;* . . = d («^2 + UgCD . .) = (T 
VjO? 4- Vjcc* , . =s d (t;^ + v^ . .) = d" 
jeden Grad der Kleinheit erreichen, woraus die Gleichung 

M, + d'=:V, + d" 

folgt, d. h. 

lij — v^<,d oder u^^s^v^. 

Die Betrachtung der Gleichung 

rr* (tij -h MjCC + . .) = a;* (v, H- VjO: + . .) 
ergibt auf ähnliche Weise die Gleichheit der Goefficienten t^ = t^a ^* ^* '* 

14. 

Um auch für den Fall < BT < r < ^ die Identität der Goefficienten nach- 
zuweisen, setzen wir 

und entwickeln die Functionen 

(7= w^ 4- u^x + u^ 4- . . = a^ -I- a^^'k-aj^ . . 

F =s 1^2 + t;,a? 4- VjCC* 4- . . == 6^ 4- 6|5 4- b^^ . . 
nach den aufsteigenden Potenzen des Increments |. 
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Es fragl sich, (ttr welche Werthe von £ diese Entwickelungen statthaft sind. 
Schreibt man 

wo Hiti^n, . . die bekannten » ihrer Natur nach positiven Binomialcoefficienten 
bezeichnen, so wird 

n m n m 

und es gehen die nach den Potenzen von x oder von ^ geordneten Reihen her- 
vor, je nachdem man nach dem Index m oder n zuerst summirt. Soli eine sol- 
che Äenderung in der Anordnung der Glieder der beiden Doppelsummen ge- 
stattet sein, so mUssen dieselben unbedingt convergiren ; .mit anderen Worten, 
die Convergenz darf nicht aufhören , wenn man statt der Factoren t/^, t'^, x^ 
und § ihre resp. Moduln setzt. Da im Art. 9 die unbedingte Convergenz der Po- 
tenzreihen für r <^ nachgewiesen worden' ist, so bleiben die nach rr fortschrei- 
tenden Reihen U und V convergent, wenn man ti^, t;^ und x mit ihren Moduln 
vertauscht ; setzt man aber üf und mod ^ an die Stelle von x^ und ^, so nimmt 
X den Werth iir+ mod § an, und es braucht daher nur die. Bedingung 

mod f < ^ — or 
erftlllt zu sein, damit r < ^ bleibe. 

Die Gleichheit der Reihen CT und V ist für das Intervall a?0<a?<a?| be- 
kannt, in welchem § von bis x^ — o?^ variirt. Da mod (x^ — x^) zwischen 
Q±fff enthalten ist, so muss auf dem bezeichneten Wege ein Werth ^^ liegen, 
dessen Modul ss^— nr ist. Innerhalb des mit beginnenden Intervalles 0<^<^ 
lassen sich folglich die beiden einander gleichen Reihen. U und V nach den Po- 
tenzen von I entvsickeln, so dass 

wird. Daraus folgt vermöge des vorhergehenden Art. die Identität der Coefß- 
cienten a und b ; dieselbe Gleichung besteht desshalb ftlr jeden Werth von f , 
für welchen die Reihen überhaupt convergiren.* Da aber die Statthaftigkeit die- 
ser Entwickelungen für mod ^< q — or bereits dargethan ist, so muss die Glei- 
chung (7aesF für alle Werthe von o; gültig bleiben , welche dieser Bedingung 
genügen. 

Berücksichtigt man die Gleichung 

mod f = mod [re^ — urc^o?) = y r*— 2 rm cos (y— y^) -4- or* 
so ergibt sich (ür xssre^ die Ungleichheitsbedingung 

r* — 2nar cos (9)— y«) < ?* "- ^ Q^- 
Pieser Bedingung kann durch den Werth r = nur Genüge geleistet werden, 
wofern ^ > 2ior ist. In diesem Falle also besteht die Gfeichung Uss V für das 
ganze Intervall <cc<a7^, und es tSisst sich daraus auf die Identität der Coef- 
ficienten u und t; schliessen. Wenn dagegen 2iar — r = tar'>0 ist, so darf man 

• y = y^ und r* — 2rtar<ß^ — 2^tar, 

d. i. 

r(2Br — r)>p(2ör — e) 
setzen, und erfüllt diese Ungleichung durch die Bedingung m' ^C^Kf- Schreibt 

Scheiboer, Unendliche Reiben. 3 
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man daher x'^ s or^e^«« , so kann x das Intervall von x'^ bis x^ durchlaufen, 
für welches U=V sein muss. 

Mit dem neuen Intervalle hat man nun die bisherige Schlussweise zu wie- 
derholen, indem man a?8=a?'^ + ^ setzt, und nach den Potenzen von ^ ent- 
wickelt. Dadurch weist man die Gültigkeit der Gleichung für das Intervall 
x"^ < o; < CC| nach, wo 

moda?''^ = iBr"=»2iaf' — ßssiiar — 3f , 
und so kann man fortfahren, bis man auf einen Werth loK^) kommt, für welchen 
^> 2m(^h Alsdann aber folgt die geforderte Identität der Coefficienten u und 
V ohne Weiteres. 



15. 

Reihen, welche nach den Sinus und Cosinus der aufeinanderfolgenden Viel- 
fachen eines Winkels ^, oder was dasselbe ist, nach den positiven und negati- 
ven Potenzen der imaginären Exponentialgrässe e^* geordn^ sind, heissen 
Fourier'sche Reihen, und haben demnach die Form 

ü = w^+2W|Cosy4-2t^cos25p-f-2MgCos3y 4- . . 

+ 2 Vi sin 9) + 21^2^^'^^ 7*^ ^^^8^'*^ 39) + .. 
oder kürzer 



wo w^tf^^-^w^^e"^^^ = 2 (t4^cosw9)-l-t;,|Sinfi9) 

d.i. W?« + w?-n = 2tt„, ('^n--'^^n)^ = '^^n 

oder w;n = "«-"V«»> t«-n = «'n + ^fi* 

gesetzt ist. Für solche Reihen gilt der Satz , dass wenn die Gleiclibeii zweier 

(convergenten) Fourier^schen Reihen für alle reellen Werthe des Winkels q> 

innerhalb der vier Quadranten des Umkreises bewiesen ist, die Coefficienten 

beider identisch gleich sein müssen. 

Zum Beweise dieses (Euler'schen] Satzes hat man bloss die Gleichung 

mit e^^^ zu multipliciren , und alsdann über den ganzen Umkreis nach q> zu 
integriren. Daraus folgt 

f {n±m)ffi r^ {n±m)ffi 

2w^ l e dq) s= ^^'n | ^ ^7 * 

da aber m und n ganze Zahlen sind, so verschwinden die sämmtlichen Integrale, 
mit Ausnahme derjenigen, won±m=s:0 ist. Hiermit ergeben sich die Glei- 
chungen 

welche den aufgestellten Satz beweisen. Es geht zugleich das weitere Theorem 
hervor, dass wenn die Function fq> bekannt ist, die Coefficienten w^ für belie- 
bige positive oder negative Werthe des Index n durch die Gleichung 



gefunden werden kttnnen. 
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16. 

Eine einfacbe Folgerung des Vorigen ist, dass wenn zwei Polenzreiben für 
alle complexen Werihe von a?sre^ gleich bleiben, welche euislehen, wenn 
die Amplitude q> den Umkreis durchlauft, während der Modul r constant bleibt, 
die Goefficienlen der einzelnen Glieder identisch sein müssen. Dieser Satz be- 
hält auch für solche Potenzreihen Gültigkeit, welche zugleich die positiven und 
negativen Potenzen von x enthalten , also durch eine nach zwei Seiten ins Un- 

endliche fortgesetzte Summe von der Form 21 u^ai^ ausgedruckt werden können. 

Die Summe einer unendlichen Reihe der letztgenannten Art muss als die 

Grenze betrachtet werden, welcher sich die endliche Summe ^ %^ mit 



na— N» 



wachsendem m nähert, und man darf, wenn eine solche Grenze existirt, im 
Allgemeinen nicht schliessen, dass die Summen 



— fi 



S Vf^cc^ oder S ««-n^ 
für sich genommen gleichfalls convergent sind. Sobald aber für zwei Werthe 

00 

mit verschiedenem Modul XQ=srsfe%i , a?j=s^e^t« die Convergenz von S u^^d^ 

— 00 

bekannt ist, so convergirt diese Reihe für x = r e^' unbedingt, so lange r in dem 
Intervalle von ns bis q liegt, und es ist damit auch die Convergenz der Parlial- 
reihen, welche bloss positive oder negative Potenzen von x enthalten, gegeben. 
Der Beweis folgt analog wie in Art. ^9 aus den für wachsende Werthe von n 
geltenden Ungleichungen. 

wo s^f^ den Modul von u^^ bezeichnet. 

Aus der Gleichheit (und Convergenz) zweier Poteftzreihen von der Farm 

— 00 —00 

für XqK.xKx^ geht femer, wie bei den einfachen Potenzreihen , die Identität 
ihrer Coefficienten hervor. 

Um zum Beweise dieses Satzes zu gelangen, kommt es zunächst, wie im 
Art. 43, auf die Entwickelung der vorgelegten Summen nach den aufsteigenden 
Potenzen eines Incrementes i an. Wir setzen hierzu 

wo mod x' =ss r' innerhalb des gegebenen Convergenzintervalles or < r < ^ liegen 
mag, und untersuchen die Bedingungen, unter denen Entwickelungen von der 
Form 

3* 
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Statthaft sind. 

Da ^und F zugleich positive und negative Potenzen von x enthalten, so 
hat man die Werthe der binomischen Reihen 

(a,'+f," -X« j)+», I + „,(i,)'+„.(|)V ..j 

,«VS-W-|i-„-i.*."(.^)'-n"(4)'±..j 

zur Entwickeiung zu benutzen, in denen die Coefficienten n^n2n^ • - n'n'n" .. 
positiv sind, und 

mod ^ < r' = mod x' 
sein muss, wenn die Reihe für (ar'+^^* convergiren soll. Damit gehen die 
über positive Werthe von m und n ausgedehnten Doppelsummen hervor : 

Hier ist der mit der Vertauschung der Summationsordnung verbundene 
Uebergang von der Anordnung nach den Potenzen von x zur Anordnung nach 
den Potenzen von ^ wiederum nur unter der Bedingung der unbedingten Gon- 
vergenz erlaubt. Dieselbe erfordert ftlr die ersten Theile der für ü und V auf- 
gestellten Doppelsummen die Ungleichung 

r-i-modf <ß, 
wenn x' und § mit ihren Moduln vertauscht werden, weil die aus den positiven 
Potenzen von x bestehenden Partialsuroinen convergiren , so lange mod .t < ^ 
ist. In den ans den negativen Potenzen von x entspringenden Gliedern dagegen 
hat man statt x' und — ^ die resp. Moduln zu setzen , und erhSilt vermöge der 
Gonvergenzbedingung mod a? > izr die neue Ungleichheit ^ 

r — mod f > tiir. 
Sollen beide Bedingungen gleichzeitig Gellung haben, so muss zugleich 

mod^<ß — r und modf<r — lar 
sein. Das engere Intervall schliesst selbstverständlich das weitere aus, und 
möge durch 

0<modf<D' 

» • 

bezeichnet werden. Ist z. 6. **' = -ä-(? + w)) so wird ^* aa — (^ — or). 



18. 

Als nächste Folgerung aus den Bntwickelungen des vorigen Art. ergibt sich 
die Identität der Goefficienten a und b in der Gleichung 

und damit die Gültigkeit der Gleichung Uss V für alle Werthe von x^ für w*el- 
che die Entwickeiung nach den Potenzen von ^ statthaft ist. Denn wflhlt man 
für x' s re^* einen der Werthe, welche x durchläuft, um von x^ zu x^ zu ge- 
langen, so lehrt die in diesem Intervalle geltende Gleichung C/^ss F, dass die 
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Gleichheit def nach den Potenzen von § fortschreitenden Reihen ftlr eine conti- 
nuirliche Reihe von Werthen von | besteht, weiche zugleich in dem denWerth 
Null einschliessehden Intervalle x^^x' bis x^—x' liegen, und der Bedin- 
gung mod$< if' genügen. Da diese Bedingung stets erfüllbar ist, wie klein auch 
f sein m($ge , so folgt nach dem Praheren die behauptete Identität , und man 
darf daraus auf die Richtigkeit der Gleichung Usa V für alle Werthe von o^ssr'e^* 
+ ^ schliessen, für welche mod$< q' ist. 

Die Ungleichung *_ 

mod (re^— r'e^') « }/r*— 2rr'cos(9 — 9') + ^< ü' 
lässt sich auch schreiben 

cos(y->y)> ^^;^ 

und es ist ohne Schwierigkeit zu sehen, dass die rechte Seite einem ächten 
Bruche gleich ist, so lange r die Grenzen 2r'— ^ und S/— isr nicht Überschrei- 
tet. Für unseren Zweck wird es indessen ausreichen, rsar' zu setzen, wodurch 

cos(y — y)> ^^n^ 
wird, und wenn man den Winkel ip im ersten {Quadranten durch die Gleichung 

cosV^«4-y(fy 

als Function des Moduls r bestimmt, so kann hiemach die Amplitude 9) zwischen 
den Grenzen qf'inrp variiren. Die Polarcoordinaten r und ^ können alle Werthe 
annehmen, welche dem gegebenen Intervalle von x^ bis a?| entsprechen. Wäh- 
rend also die Gleichung Z/asK ursprünglich nur für ein bestimmtes Curvenstück 
gegeben war, welches die Variable x ss r'e^* zwischen den Grenzen x^ und x^ 
durchlaufen sollte, erhält man jetzt die Gültigkeit derselben für ein zu beiden 
Seiten dieser Curve liegendes Flächenstück , welches durch die Werthe von der 
Form X = r'e^, yro g> -^tp<q><, 9'+ ^, erfüllt wird. 

Um* die -Gültigkeit der Gleichung UssV noch weiter auszudehnen, ent- 
wickeln wir beide Seiten nach den aufsteigenden Potenzen von ^, indem wir 
x^ssr'e^^'^y'^^ setzen, also auf der Grenze des obengefundenen Flächenstückes 
liegend annehmen. Diese Grenzcurve verbindet die nämlichen Punkte x^ und x^, 
von denen wir ausgegangen sind, weil, wenn r' einen der Grenzwerthe isr oder 
Q erhält, ^'verschwindet, also auch tpsxO wird. Es lassen sich daher genau 
die nämlichen Schlüsse wie im vorigen Art. machen, und das Resultat ableiten, 
dass auch zu beiden Seiten der neuen Curve ein Flächenstück sich erstrecke, 
innerhalb dessen die Gleichung (7= F richtig bleibt. Diess folgt aus der Un- 
gleichung 

cos (y — y'— ^) > cost^ , 

vermöge deren 9'< g> < 9'+ 2^ wird. 

Durch Wiederholung derselben Schlussweise gelangt niian schliesslich da- 
hin, die Richtigkeit der Gleichung (7ss F für alle Werthe von 9)<9)'+nt^, 
d. h. für alle Werthe innerhalb der vier Quadranten des Kreisurofangs darzu- 
thun. Alsdann folgt aber vermöge der Sätze der Art. 1 5 und i 6 die zu bowel- 
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sende Identität der beiden vorgelegten Sumnjen , resp. die GieicMeit der Goef- 
Seien ten u^ und Vf^. 

Es gebt daraus der Salz hervor, dass innerhalb eines bestimmten Gonver- 
genzintervalles Q)r<r<^ eine dazu geeignete Function von xssre^ nur auf 
eine Weise in eine nach den (positiven und negativen) Potenzen von x fort- 
schreitende Potenzreihe entwickelt werden kann. Damit ist natürlich nicht ge- 
sagt, dass nicht für verschiedene Convergenzintervalle verschiedene Potenz- 
reihen für die nämliche Function aufgestellt werden können. Sei z. B. ein ratio- 
neller Bruch fx zu entwickeln, dessen Nenner auf den dritten Grad steigt, und 
die linearen Factoren (x — a^) (o? — aj (o? — a^ enthält. Nimmt man 

mod a^ < mod a, < mod a, , 
so ergibt sich mit Hülfe der Zerlegung in Partialbrüche, dass die Entwickelung 
\on fx nur positive Potenzen von x enthält, so lange r < moda^ ; lauter nega- 
tive Potenzen aber für r>raodas; während zwei verschiedene Potenzreihen 
mit positiven und negativen Potenzen von x hervorgehen, je nachdem 

moda|<r<moda2 oder moda2< r<moda, 
ist. 

20. 

Wir wenden uns zur Untersuchung der Gonvergenz der harmonischen 
Reibe 

wo s zunächst einen reellen Exponenten bedeuten mag, und beweisen, dass die 
Gonvergenz von S an die Bedingung £> 1 geknüpft ist. 

Für negative Werthe von 8 wächst das allgemeine Glied -y mit n über alle 

Grenzen , während für 5 =s lauter Feinheiten zu summiren sind. Für s > 

nimmt allerdings -f unbegrenzt ab; da jedoch bereits Art. 2 gezeigt worden, 

•dass die Summe der Reihe 4 + y + y -I- . . . über alle Grenzen wächst, so ist 

für alle Werthe von 5< 1 die Divergenz der harmonischen Reihe selbstverständ- 
lich. Bildet man dagegen die Reibe mit abwechselnden Vorzeichen: 

y^=*— ir + jr— 4r2:..., 

so muss dieselbe nach Art. 5 convergiren, so lange <> ist. Man erhält folglich 
die Grenzgleichung 

Der Rost der Reihe S hat die Form 



und es soll gezeigt werden, dass wenn ^ die Einheit übersteigt, und n gross ge- 
nug gewählt wird, der positive Exponent t stets so bestimmt werden kann, dass 
für wachsende Werthe von n die Ungleichung 

J^ 4 4 ♦__ + 

fi* ■*'m.1)' "*■••• "^i? (n+4)' 

erfüllt bleibt. 
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Entwickelt man nach den absteigenden Potenzen von n, so hat tnan die 
(convergenten) Entwickolungen 

und < _ 1. /| _ ± j. <«<+< \ 

n^ n^ \ n !•»• ' * / 

zu vergleichen. Durch Multiplicalion mit n' erhalt man 

'-^(<-^-)<'"'-'-'0-'-J^-)' 

und diese Ungleichung kann für wachsende Werlhe von n stets erfüllt werden, 
wofern der Exponent ä— / — 1 positiv, also 

0<f<s — 1 
gewählt wird. Daraus folgt 

d. h. die Convergenz der harmonischen Reihe, 

21. 

Allgemein kann man unter dem Namen harmonischer Reihen solche 
Reihen verstehen, welcha unter der Form 

gegeben sind, wo der Exponent x als beliebige (complexe). Variable angesehen 
wird,, und a^nb für keinen Werth von n verschwinden darf, damit keine un- 
endlichen Glieder vorkommen. Die Summation in Bezug auf n kann sich ent- 
weder auf alle positiven Zahlen, oder nach zwei Seiten ins Unendliche auf posi- 
tive und negative Werthe des Index erstrecken. 

Da (a + n b) -^ = e"^ "•» («+»**) , 

und der Logarithmus eine vieldeutige Function ist, so kommt es vor Allem dar- 
auf an , den Werth dieser ExponentialgrOsse unzweideutig festzustellen. Um 
diesen Zweck bequem zu erreichen, schreiben. wir 

und bestimmen den willkürlichen Factor c durch die Bedingungsgleichung 

bcss ±t, 
wo das Vorzeichen der imaginären Einheit so gewählt werden soll, dass 

ac<ss y + sti 
einen positiven reellen Theil erhält. Alsdann haben wir die Summe < 

zu betrachten, und hier soll unter log[^ + (2±n)i] derjenige Werth des Loga- 
rithmus verstanden werden , welcher sich nach dem Gesetze der Stetigkeit auf 
den reellen Werth von logy reducirt, wenn man den Coefficienten s±n des 
imaginären Theiles auf reellem Wege stetig bis zur Null abnehmen lässt. Diese 
Festsetzung ist unzweideutig , weil die Aenderung des Logarithmus stetig vor 
sieb geht, sobald das Argument nicht oder oo werden kann. Es folgt daraus 
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die Bedingung, dass der imaginäre Theil des Logarithmus zwischen ^t y t ent- 
halten sein muss , weil der Durchgang durch "il^i einem imaginären Wertbe 
des Arguments entsprechen würde^ der wegen der Voraussetzung y > unstattr— 
haft ist. 

Der Fall y=sO, für welchen der Quotient ± 4* « « roe'l wird, ist beson- 
ders zu betrachten. In diesem Falle bleibt eine Indetermination zurOck, weil in 
der Gleichung 

-^ (a+6»)* V^ {z-^nf — t^^^n^ ^' 

zwar filr positive Werthe von a+n der Logarithmus reell bestimmt werden 
kann , aus dieser Bestimmung aber keine Bedingung für den imaginären Theil 
von log (a -h n) folgt , wenn a + n < ist. Der Grund davon liegt in dem Um- 
stände , dass das reelle Argument a + n , um von einem positiven zu einem ne- 
gativen Werthe zu gelangen, durch Null hindurchgeht, wobei der Logarithmus 
unstetig wird. Man würde dessbalb , wenn die Natur der speciellen Aufgabe 
keine nähere Bestimmung liefert, den imaginären Theil von log(2 + n) für 
a + n < einem beliebig gewählten Vielfachen (2 m + 4 ) m gleichsetzen dürfen. 

Wir werden im Folgenden annehmen , dass in der Summe 2 r-^^ keine Glie- 

der vorkommen, für welche a-i-n < ; mit anderen Worten, es soll w,» — sem 
für Werthe von n<— a. Die Entwickelung nach den absteigenden Potenzen 
von n gibt dann unzweideutig für positiv wachsende Werthe von n : 

Wenn für grosse Werthe von n und y >0, log[y-i-{Ä±n)t] nach den ab- 
steigenden Potenzen von n entwickelt werden soll, setze man 

log(y4-(a±n)t)«Iog(±ni)+log(l±?^) 

Die Bestimmung des imaginären Theiles der rechten Seite der Gleichung ist dem 
Vorhergehenden zufolge so getroffen, dass für wachsende Wq/rthe von n die 

Grenzen ± ^ uicht überschritten werden. 

Wenn eine harmonische Reihe 

für irgend einen complöxen Werth XÄflr+Ticonvergirt, so convergirt dieselbe 
unbedingt für jeden anderen Werth x^s-hti, dessen reeller Theil s>o-hi; 
convergirt aber /"(a + xi) bereits unbedingt, so ist nur die Bedingung «> a er- 
forderlich. 

Seut man nämlich u^as^^eV, und berücksichtigt die im vorigen Art. fttr 
grosse Werthe von n gegebene £ntwicke)ung des Logarithmus, so wird das all- 
gemeine Glied der Reihe ausgedrückt durch 
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Unter der Vorausselzupg , dass die. Beihe nar nach einer Seile ins Unendliche 
sich erstrecke, inuss das hingeschriebene Glied mit wachsendem n sich der Null 
nähern ; dasselbe gilt von dem Modul desselben : 

wobei der von n unabhängige Factor e ^ nicht berücksichtigt zu werden 
braucht. «^ 

Die unbedingte Convergenz fUr x^s-^ii geht hervor, sobald die Summe 
der Reihe 

«.w-l- tu 

unbegrenzt abnimmt. Nennt man M den Maximalwerth von ^e » 
so findet man 



Rn<M\^.^^ 



und dieses Product kann für « — <r> 1 kleiner gemacht werden, als jede kleine 
Grösse d, weil sogar beide F^ctoren mit wachsendem n der Null zustreben. 

Wenn für a? = a -H %i die Convergenz einer für positive und negative Werthe 
von n ins Unendliche sich erstreckenden harmonischen Reihe gegeben ist, so 
muss das Aggregat 

unbegrenzt abnehmen, und man kann zunächst nicht schliessen, dass die Moduln 

&.« » ? und ^^Äc" fi *» 

für sich sich der Null nähern. Für dieÄbnahme von A,| ist indess dieser Nach- 
weis nicht erforderlich, wofern mir das durch JU bezeichnete-Maximum nicht über 
alle Grenzen wächst. Von diesem Falle aber dürfen wir um so mehr absehen. 

alsdann, wie man sich leicht überzeugt, ~e 2"und^^c"*"2 gleichzeitig mit 

n unbegrenzt zunehmen mUssten. 

Was endlich den Fall betrififl, in welchem f[a + ti) bereits unbedingt con- 
vergirt, so kann diese Convergenz nicht alterirt werden, wenn man ^>a statt 
o schreibt, weil für hinreichend grosse Werthe von n die Moduln der einzelnen 
Glieder dadurch offenbar verkleinert werden. 
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Eine Folge der unbedingten Convergenz der Reihe 

ist die unbedingte Stetigkeit der Function fx für a? = ^-f- tt. 

Nach Art. 10/H muss gezeigt werden, dass wenn die auf die Reihen fx und 
f(X'^h) bezüglichen Reste durch Rf^ und /?'„ bezeichnet werden, und für einen 
kleinen Werth des Incrementes A, n so gross gewählt wird, dass /)'„*-*/{„< ij 

Scheibner, Unendliche Reihen. 4 
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(wo J eine beliebig kleine Grösse bedeutet,) diese Ungleichung für dieselben 
Werthe vonfiundd richtig bleibt^ wenn man h unbegrenzt abnehmen lässt. 
Es ist wiederum ausreichend, den Beweis für die Reihe der Moduln zu füh- 
ren, weil die Ungleichungen Ä,| < <J nebst Ä'^ < d nicht alterirt werden können, 
wenn zu den einzelnen Gliedern imaginäre Exponentialfactoren hinzutreten. 
Setzt man 

so wird 

und hier leuchtet auf den ersten Blick ein , dass wenn n hinreichend gross ge- 
wählt ist, die Ungleichungen /{'^<dund ü'^ — ^n^' ^^^^ bei unbegrenzter 
Abnahme von ds und dt richtig bleiben. 

24. 

Wenn zwischen zwei (convergenten) harmonischen Reihen eine Gleichung 
von der Form 

»1 T" ja: "T" 3« T • • — ^1 "*" jx "■" 3« "V ' ' » 

WO x = 5 + ii, für beliebige Werthe von s>a besteht, so müssen die CoefG- 
cienten u und ü einander identisch gleich sein. 

Denn lässU man den reellen Theil von x über alle Grenzen wachsen , so 
nehipen die Nenner unbegrenzt zu und man erhält die Gleichung 

W| = 1;, . 
Dann folgt durch Multiplication mit 2^ 

welche Gleichung für wachsende Werthe von x gleichfalls in die Coefficienten- 
gleichung u^ = v^ übergeht. Durch Fortsetzung des Verfahrens wird 

«^+ (t)"^ w/. . = t;3-4- (i-)"^ t;^. . . 
nebst u^=iv^ erhalten, u. s. w. 

Der oben bewiesene Satz bleibt gültig, auch wenn, bei vorausgesetzter un- 
bedingter Gonvergenz, die Gleichheit der beiden Entwickelungen für ein beliebig 
kleines Intervall a<,s<,Q bekannt ist. Denn setzt man 

fX — M^ + ^ "*" 3« "*" • • > 

so kann in Folge der unbedingten Convergenz die Function für alle Werthe von 

X betrachtet werden, deren reeller Theil ä > a ist. Sei 

0<Ä<p— a, a?j = ß4-fi, 
so wird 

f[x^ _« Ä) = Wj + ä«T±i& ■*" 3«r±s + • • » 

und hier lässt sich die rechte Seite nach den aufsteigenden Potenzen von h ord- 
nen, weil 

n"*"*« 4^Alogn-i-^A*log*n^ etc. 

und die Anordnung der Glieder beliebig getroffen werden darf. 
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Man erhall mithin 

/(ajj±Ä)=o^±a,A + 02A*±.. 

und wenn man die Function g>x^=v^ + ^ + ^ • • einem analogen Verfahren 

unterwirft : 

9 (a?, ± A) = ft^ ± 6j A -I- b^h^ ± . . . 
Da aber f(x^'^h)sssq>{x^^h) für 0<A<^ — a gegeben ist, so müssen die 
beiden nach A fortschreitenden Potenzreihen identisch sein. Alsdann l^ann auch 
die. Veränderung des Zeichens von A keine Ungleichheit und keine Divergenz 
herbeifuhren, und es wird 

/•(a5j + A)=:g)(a?^ + A), 
wodurch sich das ursprünglich gegebene Intervall für s auf das Doppelte erwei- 
tert. Fährt man so^fort, so umfasst man nach und nach alle Werthe von «> <T, 
und kommt damit zu dem bereits behandelten Falle zurück. 
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Wir werden uns im Folgenden mit der Untersuchung der Convergenz einer 
sehr allgemeinen Gattung von Reihen, der sogenannten hypergeometrischen 
Reihen"^) beschäftigen, welche eine grosse Anzahl häufig vorkommender Rei- 
hen als specieile Fälle in sich schliessen. 

Sei 

eine nach den steigenden Potenzen der Variabein x = re^* geordnete Reihe von 
der Beschaffenheit, dass der Quotient zweier aufeinanderfolgender Coefficienten 
auf die Form gebracht werden kann 

*»-i.i _ nP-h«t«^"*+ct»»^"'... -i- ftp _ A<-i* 

so heisst die Reihe S die allgemeine hypergeome tri sehe Reihe, wenn das 
Polynom im Nenner den linearen Factor n-|-1 enthält. Die letztere Annahme, — 
welche übrigens für die Ableitung der Convergenzbedingungen keine Bedeutung 
hat, — involvirt um desswillen keine Beschränkung, weil man offenbar in jedem 

Falle den Factor n+l im Zähler und Nenner des Ausdruckes für '-^^^^ hinzu- 

fügen kann. 

Die Fälle ausgenommen , in denen von einem bestimmten Coefficienten ^^ 
an alle folgenden Null oder Unendlich werden, — wo von einer Convergenz 
oder Divergenz selbstverständlich nicht weiter die Rede sein kann, — sind zu- 
nächst die Bedingungen zu erörtern, unter welchen die unendliche Reihe S eine 
Summe hat. Da sich derWerlh des Moduls Q^^^ mit wachsendem n der Einheit 
als Grenze nähert, so folgt nach bekannten Sätzen, dass die Reihe convergirt 
oder divergirt, je nachdem der Modul von x kleiner oder grosser als die Einheit 
.ist. Eine tiefere Untersuchung erfordert der GrenzfaU, wo r s=s 4 . 



♦) Vergl. Gauss, disgtUsUiones generaUs drca seriem infirUtam . . in den Comment. Goll. 
von 4 843, und WEiERSinASfi in Crellr's Journal Bd. 51. 

4* 
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Es ist leicht zu sehen, dass der Werth des Moduls Qf^^i sowie der Ampli- 
tude <T,|^| sich, nach den absteigenden Potenzen dos Index n entwickeln ISsst. 
Denn offenbar ist 

und es genügt die Anwendung des binomischen Lebrsatzds, um hieraus eine fUr 
grosse Werthe vop n convergirende ün^dliche Reihe von der Form 

'jLt± — I j_ ?i -1. y» j. ?^ 

(in) Im) 

abzuleiten. Setzt man nun allgemein y^^^y +/o '' ^^ ^^^B* 

ö Ä arr tff ** ** i. -i. L -u 3- 



I j- y' o- *'" n tt* n' 



• • a 



und es hat keine Schwierigkeit, die Werthe der Coefficienten g^ und f^"*) durch 
die CoefBcientep a und /? zu bostimmen. Schreibt man 

so findet man 

' ' f /«' ff ff A'f ' ' . /^ r^ 
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Man hat jetzt drei Hauptfäille zu unterscheiden , je nachdem 9i > , 9| = 
und 9j < 0. 

4) Wenn 9|>0, so Ifisst sich zeigen, dass die Glieder der hypergeometri- 
schen Reihe mit wachsendem n selbst über alle Grenzen wachsen. Denn sei 

so kani) n so gross genommen werden, dass 

«•+» >{*-*■ tY ' 

wie sogleich erhellt, wenn man die ßntwickelungen 

i,9t_,9» ^ ^ . X . X(X-4) 

nach den absteigenden Potenzen von n mit einander vergleicht. Bctrachlet man 
das allgemeine Glied der Reihe S unter der Form 

wo xsts 6^ und s^ SS Q^e^*^ gesetzt ist, so folgt wegen 

und hier wachst die rechte Seite mit m über alle Grenzen. Folglich hat für 
9i>0» oder was dasselbe ist, füra'>/?' die hypergeometrische Reihe keine 
Summe. 
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2) Für 9| s nähert sich der Werth des Producies 

mit wachsendem n einer bestimmten endlichen, von Null verschiedenen Grenze. 
Diess zu beweisen setze man 

so kann n so gross genommen werden, dass 



(.-;är)'<,,..<(.-i) 



weil j Jl j- ^i^-^) ^j^?tj.2t ^ij-ü-i. A*(A+^) 

Wenn 9t>0, so bilden für grosse Werthe von n die Wcrtbe der Moduln 
^»> ^n+i » ^n-i-2 • • ^^"® Beihe wachsender Grössen, weil die Quotienten 



»»4-« 



^n 



=?n+ 1 ^^ Einheit Übersteigen. Schreibt man nun die Ungleiohung q^^ ^ < (;^ ) 
unter der Form 

so zeigt sich, dass die Grössen • 

{i^y^ni (^)''«'n+i) (jj!)'*«^n+2 • • 
eine abnehmende Reihe bilden. Da aber wegen fi> 9^1 > die einzelnen Glieder 
dieser abnehmenden Reihe grösser sind , als die entsprechenden Glieder jener 
zunehmenden Reihe , so folgt , dass die Moduln m^ nicht über alle Grenzen zu- 
nehmen können , sondern eine endliche , von Null verschiedene Grenze haben 
mflssen. 

Ein analoges Resultat folgt für 9*1 <0. Denn da alsdann die Quotienten 

^^^±1 a (,1^1 die Einheit nicht erreichen, so bilden die Module HTn,* ^n^it 

^n+z* *« ^^^^ abnehlhende Reihe. Aus der Ungleichung M ^ -^j < 9n+i 
folgt aber 

so dass die zunehmende Reihe 

cgnstruirt werdeü kann. Wiederum sind wegen il>0 die Glieder der letzteren 
kleiner als jene der abnehmenden Reihe, so dass die Producte 19^^ einer endli- 
chen, von Null verschiedenen Grenze zustreben müssen. 

Hat man endlich 9s as , so gelten die nämlichen Schlüsse , indem k und fi 
positiv bleiben, nur dass die Abnahme oder Zunahme der Werthe iir,|, ^n+i> 
^n-»-2 * * * alsdann von dem Vorzeichen des ersten nicht verschwindenden Goef- 
ficienten q in der Entwickelung von (n+t abhängt. Die Reihe 5 aber kann keine 
Summe haben, wenn ihr allgemeines Glied, oder dessen Modul sich nicht der 
Null nähert. Folglich ist die hypergeometrische Reihe für o' ss /T' jedenfalls 
divergent. 
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27. 

3) Wenn endlich q^ negativ ist, so kann man 
setzen, und für wachsende n die Ungleichung 

oder i-i_9»-i-?Lj- ^ A i-j» ^t^**"^^ 

aufstellen. Hieraus folgt zunächst, dass im vorliegenden Falle die Glieder d^r 
hypergeometrischen Reihe unbegrenzt abnehmen. Denn multiplicirt man die 
Ungleichungen 

mit einander, so ergibt sich 

eine mit wachsendem m der Null zustrebende Grösse. 

Betrachtet man die Reihe der Module . ' 

< 

so erhält man durch Benutzung der nämlichen Ungleichungen den Rest 

Hier nimmt das Product «ar^n^ > ^n-k-m (»H-^)^ Knit wachsendem n fortwährend 
ab , während die Reihe innerhalb der Parenthese den Rest der harmonischen 
Reihe darstellt , welche für A > 4 convergirt. In diesem Falle wird folglich 
R'^-^d, woraus die Convergenz der Reihe S\ und damit die unbedingte 
Convergenz der hypergeometrischen Reihe hervorgeht, so lange A> 4 gemacht 
werden kann, d. h. für jj < — 1 oder /? — a'> 4 . 

Um das ttbrig bleibende Intervall 

zu untersuchen, bilden wir das Product 

S(1 — a:)=sr. 
Die neue Reihe 

ist wieder eine hypergeometrische Reihe, weil der Quotient 



^n-hi .^ *n-t-t~*» «_ *» 



'« *»~*n — 1 j _ *« — « 



*n 



sich auf die Form 



bringen lässt. Denn substituirt man die Werthe 



und folglich 



*- »P+Af|P-*+Än^' 



— t 



• • 
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»» (»»-<)'+«, (n-1)'-'+«,(n-4)'-».. 

»'+(/». -p)»'-'+(A-(P-')A+?^)fi»' 



— t 



so folgen nach einer leichten Reduction die Ausdrücke 

Die Reihe T convergirt für rsai nach dem Vorigen , wenn der reelle Theil von 
Ä^ — a^ > 1 , d.h. der reelle Theil von ft — »i H- < > 1 , oder /? — a > 0. Da 
aber 5 _. ^ 



4 — ev» » 

so ist damit auch die Convergenz der ursprünglichen Reihe S erwiesen, mit Aus- 
nahme des Falles q>ssO oder o? = 4 , für welchen die Differenz 1 — e^ ver- 
schwinden, und S die Form -^ annehmen würde. 

Es ist übrigens zu bemerken, dass die Gleichung 7= (4 — a;)S nur dann 
richtig ist, wenn das allgemeine Glied s^^af^ oder der Modul tar^ mit wachsendem 
n sich der Null nähert. Setzt man nämlich streng , 

S = lim [s^ + SiX + s^ . • + Sfipc^] fürn « 00 , 
so folgt die Gleichung 

(1 —05)5 = lim {t^-hi^x-^yx^. . -H in^ + «nfl^"^*) = l''^ lims^aj^+S 
v^'oraus die Nothwendigkeit der geforderten Bedingung erhellt. Dieselbe ist aber 
an die Relation /?>a geknüpft, und man kann desslialb nicht weiter schliessen, 
ddss da die hypergeometrische Reihe T nun auch convergirt, wenn der reelle 
Theil von 6^ — a^ > oder /? — a' > — 4 ist, dasselbe auch bei der Reihe S der 
Fall sein müsse, deren Divergenz im Gegentheil für a^ß^ nach dem Früheren 
feststeht. 



28. 

Es bleibt schliesslich noch der Fall zu erörtern, in welchem gleichzeitig 

xssi und > 7^ > — 1 
angenommen wird. Alsdann lässt sich die Divergenz der Reihe der Module 

ohne Schwierigkeit nachweisen, wenn man eine positive Constante h so be- 
stimmt, dass für grosse Werthe von n die Ungleichung 

erfüllt wird. Diese Bestimmung lässt sich ausftlhren, da die nach den absteigen- 
den Potenzen von n entwickelte Ungleichung 

nur verlangt , dass wenn 9, = — I ist , 9» > 4 — A oder A > 4 — 9^ sei ; liegt g, 
zwischen und -^ 4 , so kann h ganz beliebig angenommen werden. Es folgt 
damit 

WO die harmonische Reihe innerhalb der Parenthese jedenfalls divergirt. 
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Wenn folglich der Quotient ^^^^^^ reell ist, so gebt die Gleichung S = S^ 

und damit die Divergenz der bypergeometrischen Reihe für den in Rede .stehen- 
den Fall hervor. Ausserdem schliesst man , dass in dem zu Gnde des vorigen 
Art. erörterten Falle, wo o? == c^ und 1 ^/J* — a' > war, die nachgewiesene 
Gonvergenz der hypergeometrischen Reihe keine unbedingte, die Anordnung 
ihrer Glieder also nicht mehr beliebig sein kann. 

Wenn die Coefficfenten ^„ nicht reell sind, hat man im Allgemeinen 

zu setzen, wo 

R(») = 4 + e«+iCosViH-e„^,,?„+,cost;j4-9^+,ß«4.,f^^.3COSt;g. . . 

und Vp5san+i + <'n+2" +^n4.p 

zur Abkürzung geschrieben ist. Um die Divergenz der Reihen R nachzuweisen, 

müssen wir auf die früher angeführte Entwickelung der Amplitude 

» it tu 

recurriren, und die beiden Fälle unterscheiden, in denen der in q multiplicirte 
Term verschwindet oder nicht verschwindet. 

Ist 9=0, so nähern sich die Werthe der Winkel v^ Vj t;,... einer bestimmten 
endlichen Grenze : denn sei X> 9^' > /ti, so kann n so gross genommen werden, 
dass A s. ff s. ü 

folglich i(< . _i_ , « U,, K.»H ,. < , 1 r 

Da die Reihe innerhalb der Parenthese, ins Unendliche fortgesetzt, convergirt, 
und die Factoren X und fi dem Werthe q" so nahe genommen werden können, 
als man will, so folgt die Richtigkeit der ausgesprochenen Rehauptung. Es ergibt 
sich weiter , dass wenn man die Abweichungen der sämmtlichen Winkel v von 
ihrem Grenzwerthe klein genug macht , — was sich durch die Vergrösserung 
von n erreicl\eo lässt , — die Vorzeichen der sämmtlichen Glieder in äW und 
R^(^) gleich werden müssen. Seien alsdann fc und fs die kleinsten Werthe, 
welche die Factoren cost'i, cosv^i cosvq.. und resp. sinf^, sinVj, sinv^.. . 
annehmen können, so erhält man 

und hier divergiren die Reihen auf der rechten Seite der Ungleichungen , wie 
vorhin für S nachgewiesen worden ist. Es ist allerdings möglich, dass einer 
der Factoren /coder /«verschwinde, da aber wegen der Gleichung sin*+cos*=l 
beide nicht gleichzeitig I^ull sein können , so muss die Divergenz der Reihe S 
noth wendig stattfinden. 

29. 

Wenn q' nicht verschwindet, setze man i:9'> A> 0, wodurch für grosse 
Werthe von n der numerische Werth ± ^n+i ^ ""• ^^ hiernach 
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^ l( < < < . < 

Vn4.4 >A{— H r H ;r . . + — — 

*'+*'^ (n fi+4 n+1 n+p 

SO erhellt, da$s die Argumentenweilhe v, Vj Vg. . . eine über alle Grenzen zu- 
nehmende Reihe bilden. Diese Winkel durchlaufen folglich stels von Neuem die 
ganze Peripherie, so dass die Glieder der Reiben R ihr Vorzeichen beständig 
von Neuem wechseln müssen. Denkt man sich daher die mit demselben Vor- 
zeiehen versehenen aufeinanderfolgenden Glieder dieser Reihen gruppenweise 
zu Aggregaten vereinigt, so erhalt man Ausdrücke von der Form 

welche Reihen gleichfalls ins Unendliche fortgehen. Die Divergenz folgt in die- 
ser Form , sobald bewiesen wird , dass für unbestimmt wachsende Werthe von 
m die allgemeinen Glieder A^ und B^ sich nicht der Null nähern. 

Ein solches Aggregat A^ oder B^ besieht aus Gliedern von der Form 

±^w=?n+i?n+2 • Pn+p{cosrp+p^+p+jCost;p+i+^«+p+4p,j+p+jjCost;p^.j... 

±^m=?»+i?n+2-?n+p{s"n^p+?n+p+|Sint;p^.iH-p„+p4.ip,i+p+jSint;p+2-- 

wo die Winkel Vp, rp+i». Vp+g über einen "halben Umkreis verlheilt sind. 
Wegen der gleichen Vorzeichen aller Glieder ergeben sich die Ungleichungen 

-^IM ^N. ^•» — Ä^l— 1_<508-, ., ^ COS,, ^ 008 ^. 

B« ^ ^^(n+p Sin *^P^»+p+i sin ^P+« * ' ' ^ n+p-|.(?sin *^P+9 
Pttgt man den einzelnen Cosinus- oder Sinusgliedern die Facloren 

_"_ fl^||.|.p^ft * ^n-t-p-t-* 

U. S. W. bis ^^Z±.t±l^Z^t.tJL < ?^+«JtlZl?IL±Ä ^ J 

li ^fi+p + j-l-i 

hinzu, so bleiben die aufgestellten Ungleichungen richtig, und man erhält 

J;>'^j(Vp+t-VÄ+(*^P«~^>+«'Ä+t-'-+ 

Lässt man hier m unbestimmt wacbsep, so nähert sich der Ausdruck auf 
der rechten Seite immer mehr dem Wertbe der bestimmten Integrale 



cosvdt; 




'p-¥q 

und I sin t; dt;, 



wo die Werthe von t; die beiden Quadranten umfassen , in denen cos r, rcsp. 
sint; das Vorzeichen nicbt ändern. Hieraus folgt 



Gosvdv SS I sinvdt; = 2 



2 

und man erhält schliesslich 

'""fe>-4- 

d. i. einen für beliebige Werthe von n nicht verschwindenden Ausdruck. Damit 
ist aber die Divergens der Reihen /{(**), A^C**) und S bewiesen. 

Seheibiier, Unendliche Rdhen. 5 
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30. 

Die vorhergehenden Paragraphen haben gelehrt, dass eine hypergeömetri- 
sche Reihe für x sc e^ nur convergiren kann , so lange .der reelle Theil von 
y, = a^ — /Jj < ist. Die Convergenz ist unbedingt , wenn /?* — a' > 4 ; sie ist 
von der Anordnung der Glieder abhängig, sobald 4 > j^ » a' > ist; und ver- 
wandelt sich im letzteren Falle in Divergenz , wenn gp &» oder xsssi gesetzt 
wird. 

Unter den zahlreichen Anwendungen dieser Sätze heben wir zunächst die 
Anwendung auf die binoniische Reihe 

hervor, welche für a^^a-^ßi, x=se^ unbedingt convergirt, sobald a negativ 
ist ; die Convergenz wird bedingt, wenn 4 > a > ist, und hört sogar auf, wenn 
gleichzeitig cc =3 1 gesetzt wird; für a^^ endlich findet jederzeit Divergenz 
statt, so lange modo? keip ächter Bruch ist*). 

Es ist zu bemerken, dass die Ableitung der Art. 26 — 89 sich lediglich auf 

die Eigenschaft des* Quotienten -2±^ gründet, in eine für grosse Werthe von n 

convergirende Reihe von der Form 

'«+1 — 4 ^ Zt j. 2^ j. y« • ' 



*„ 11 n' nr 



entwickelbar zu sein. Die gefundenen Resultate werden daher auch für solche 
Reihen Gültigkeit haben, welche, ohne die endliche Form 



I— « 



zuzulassen, gleichwohl auf eine nacli den absteigenden Potenzen von n geord- 
nete Entwickelung führen. 

Dieser Fall tritt z. ß. bei der Reihe 

S = lim ( h — 7 H 3 . . H ; — logn 1 

ein, deren allgemeines Glied durch 

*n+i = ;;4:;;+*og 



x-^n '^n+4 

ausgedrückt werden kann, und deren Summe dem logaritbroischen Dififerential— 
quotienten der JTTunction gleich ist. Man erhält leicht 

Ä 4 + etc., 

woraus die von der Beschaffenheit von x unabhängige Convergeitt erhelll. 

31. 

Als letztes Beispiel mag die harmonische Reihe 

belrachtet werden, wo der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder 
*) Vergl. die Abhandlung von Abbl im 4. Bande des Crelle'schea Jouraale. 
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(. 



a-hfi6 



i)'-('*r.r(< 



nh) 



4-^ 
n 



,a+(ii+4j6^ 

gefunden wird ; folgiich findet für o; = ^ H- ii stets unbedingte Convergenz statt, 
wenn « > 4 ist, in jedem anderen Falle tritt Divergenz ein. 

Wenn die Summation der Reihe fcc sich auf positive und negative Werlhe 
voQ n erstreckt, so hat man das Aggregat 

{a-^nb)' ■*■ (a^nb)* "" ** 
als das allgemeine Glied zu betrachten. Selbstverständlich muss für ^ > 4 auch 
hier die Convergenz unbedingt sein, weil alsdann die Partialreihen , welche 
bloss positiven oder negativen Werthen von n entsprechen, unbedingt conver- 
giren. Es zeigt sich aber leicht, dass jetzt auch für (c == 1 Convergenz eintritt, 
weil in diesem Falle die Entwickelung 

4 4 
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hervorgeht. Es ist daher Grund vorhanden , die Entwickelung nach den ab- 
steigenden Potenzen von n auch für den obigen Werth von s^ auszuführen. 
Hierzu hat man sich der Definitionen des Art. %\ zu bedienen, und 

zii setzen, wo 

log [y + (ü±n) i] = logn± y + log (^ ± ^^j- 
Die Benutzung dieses Werthes gibt 

,.*n6,-=(|)-.*?(<±£?i)-'. 

und wenn man bedenkt, dass der Uebergang von n zu n«f-4 einer Vergrösse- 
TQDg, resp. Verminderung von*Ji um die Einheit entspricht: 

Damit erhalt der Quotient '^^^^ den Werth : 



xni 



.55+* — 



e 



a+l_y,\ -« 



sm 



'0*-P^) 



T(, _ ._-ip^) 



xn% 



e-T(^*'^- 



,"2" 



-«A— « 



0-'^ 



wo der Entwickelung mittelst des binomischen Lehrsatzes keine Schwierigkeit 
mehr im Wege steht. Man findet 

T "•" T f*'+**^ sin -y + . . . 

- etc., 

also einen ähnlichen Werth wie im zuerst behandelten Falle. Die Convergenz- 
bedingung 5> 1 bleibt desshalb unverändert, und nur für x^h tritt die 

5* 



cos 



-<- * 
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mn 



bereits erörterte AusDahme ein , weil in diesem speciellen Falle cos -^ ^^^^ 
schwindet. 

32. 

« 

Im 45. Art. ist der Fourier'schen Reihen Erwähnung gethan und der 
Satz bewiesen worden , dass wenn irgend eine Function fx für alle (reellen) 
Werthe von x innerhalb der vier Quadranten durch eine Summe von der Form 

2 u^fie**^* ausgedrückt weisen kann, eine solche Entwickelung nur auf eine 

— 00 

einzige Art möglich ist. Eine wichtige Ergänzung zu diesem Theoreme bildet 
der weitere, zuerst von Dirichlet streng begründete"") Salz, dass wie auch die 
Werthe der Function fx beschaffen sein mögen , während das Argument x das 
Intervall zwischen ± ft durchläuft, die Reihe 

fx :^ 2 w^e*^^ 

— oo 

stets convergent, und folglich die Entwickelung stets ^lässig sein muss, wenn 
die Coefficienten w^ durch die Gleichung 



«/ —TT 



bestimmt werden. 

Der Reweis dieses fruchtbaren Theorems beruht auf der Retrachtung der 
Grenzwerthe, welchen sich bestimmte Integrale von der Form 






fxe^^^dx 



nähern, wenn man den Factor -A: über alle Grenzen wachsen lässi. Wir setzen, 
um keine Unbestimmtheit übrig zu lassen , nicht allein voraus, dass x^ und x^ 
reell sind, sondern auch dass die Variable x lauter reelle Werthe zu durehla«feh 
habe, um von der unteren zur oberen Grenze zu gelangen. Dann gilt der Satz : 

Der Werth des Integrals u nähert sich mit wachsendem k der Grenze NuU, 
wenn die Function fx innerhalb der Integratibnsgrenzen nicht unendlich oder 
unbestimmt wird. 

Nimmt man zuvörderst an , dass fx weder Sprünge mache , noch aus dem 
Abnehmen ins Zunehmen oder umgekehrt übergehe, wenn x von x^ bis x^ 
wächst, so ist die Differenz 

fx — fXy S5S Fx 

eine stetige Function , deren numerischer Werth zwischen x^ und x^ an keiner 
Stelle zunehmen kann. Nun ist 



tt = I Px e*^* da? + fx^ f e*^* da? 



) 



wo das zweite Integral offenbar mit wachsendem k verschwindet. Um das 

*) DiRiCHLBT in Crblle's Journal, BJi. IV; vergl. Bbssel in Scbüvacheii's astronom. 
Nachrichten. 
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Gleiche vom ersten Integrale zu zeigen, zerlegen wir dasselbe in unendlich viele 

Intervalle von x^ bis ^o "*" "T ^'* ^e ■*" T '^^^ ^o "*" ir ". s. w. und erhalten, 
indem wir die tlbrigen Intervalle durch Aenderung der Integrationsvariabein 
sämmilich auf das erste reduciren : 

n 

Die Reihe innerhalb der Parenthese, die mit wachsendem k eine unendliche 
wird, convergift und hat eine endliche Summe, da die einzelnen Glieder alter- 
nirende Vorzeichen haben und sich der Null ohne Grenze nHhem. 

Da hiernach die Function unter dem Integralzeichen nicht unendlich wer- 
den kam , das Intervall der Grenzen aber mit wachsendem k ohne Ende ab- 
nimmt, so muss auch der Werth des Integrals verschwinden. Findet die Be- 
dingung der continuirlichen Ab^ oder Zunahme von fx innerhalb der Integra- 
tionsgrenzen nicht statte so hat man nur das Integral in lauter Intervalle zu zer- 
legen , innerhalb deren jener Bedingung genügt wird ; an den Grenzen dieser 
Intervalle können filaxima und Minima, so wie Sprungstellen eintreten. Es ver- 
steht sich dabei von selbst ^ dass dergleichen Unterbrechungen der Stetigkeit 
innerhalb eines endlichen Intervalles nicht unendlich oft vorkommen dtirfen, 
weil in diesem Falle den bestimmten Integralen keine Bedeutung mehr zukom- 
men würde. 

33. 

Wenn fx innerhalb der Integrationsgrenzen unendlich werden kann , so 
findet im Allgemeinen der im vorigen Art. bewiesene' Satz nicht mehr statt. 
Man hat alsdann, Wenn der Functionswerth 

/•? = <», 

das Integral in Intervallen von der Form 

fxe^^dx resp. | fxe^^dx 
ZU untersuchen, wo c beliebig klein sein darf. Nimmt man nun an, dass 

1 X ^^ I yX . f^X 

aus dem Producte zweier Factoren bestehe , von denen der erste fUr a? ^ f un- 
endlich werde , während der andere nicht gleichzeitig über alle Grenzen wach- 
sen soll, so kann man a so klein wählen, dass f^x sein Zeichen im Integrations- 
intervalle nicht findert, f^x aber nicht unendlich wird. Dann hat man, was 
auch k sei, für einen Mittelwerth ^^ 



fxe^dx = /; (^ 6*^*' I f, {X) dx , 



und wenn /*/*. — ^^^ 

gesetzt wird: /»f+« 



f /"xe*^'da; = /i(fo)e*^-»{9)(f+£)-9)?}. 
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Wenn die Differenz 9>($-f*6) **-9>| mit abnehmendem € verschwindet, so bleibt 
der im Vorigen erörlerte Sau gültig : wir bemerken, dass OiticaLST *) die auf- 
gestellte Bedingung durch die Forderung ausgedrückt hat, dass 

eine endliche und continuirliche Function von x zwischen den Grenzen der In- 
tegration sei, was sich an den l^tellen, wo fiX nicht unendlich wird, von selbst 
versteht. 

Betrachtet man z. B. das Integral 



«^0 



fxdx eine endliche und stetige Function von x 



sei, so verschwindet dem Vorhergehenden zufolge der Ausdruck 



limj ^e*«'dx, 



lim 
wenn < 6 < a;, und das Gleiche gilt von dem Integrale 

wenn /*0 nicht unendlich und 5 < 4 ist. Die Nothwendigkeit dieser Bedingung 
erhellt sogleich, wenn man in den oben entwickelten Formeln 

setzt, und bedenkt, dass q>9^q>0 mit abnehmendem e der Null sich uähem 
muss. 



34. 

Zu wichtigen Betrachtungen führt der Grenzfall ^ =« 4 , in welchem , wenn 
wir die imaginäre Exponentialgrdsse zerlegen, die beiden Integrale 

t; s I fx dx und u? c= I fx dx- 

zu discutiren sind, wo wiederum $ beliebig klein sein darf. 

wählt man < so , dass fx sich stetig und in demselben Sinne (wachsend 
oder abnehmend) von fO bis /^ ändert, so ist wieder 

Fx s fx ^ fe 
eine Function, deren absolulerWerth innerhalb der Inlegrationsgrenzen bestän- 
dig abnimmt. Man erhält daher 



^0 




da; -h I Px "° ^ dXy 



*) DiaiCHLBT in Gmllb's Journal Bd. XVII. S. 55, 



39 

and wenn man y statt x einführt, wobei die obere Grenze kessco erhalten 

wird , da man k so sehr wachsen lassen kann , dass die Kleinheit von e über- 
wogen wird : 

/»QO /»OD 

Hier theile man wieder in Intervalle von bis tt bis 2n bis S7t u. s. w., 
und reducire die übrigen auf das erste, wodurch 

' f IX n+» tn-^x S^r-HD — J t 

-.-r>(-T)'^'-''(^)^-^''(^)^=f ••«■! "- 

erhalten wird. Die unendliche Reihe innerhalb der Parenthese convergirt , da 
ihre Glieder 2u Null abnehmen und abwechselnde Vorzeichen haben ; zugleich 

muss ihre Summe numerisch kleiner sdin als das erste Glied Ff^-j j^-^.' Aus 

der Definition der Function P geht aber hervor, dass mit wachsendem k und 
abnehmendem « diese Grosse der Null sich nähert, wesshalb i;^ verschwindet, 
wenn « unendlich klein genommen wird. Alsdann ist 

t; = /*« I { — h - — ; — X . . I sin xdx 

^ fei I — -r ± etc. {aina^dar, 

• I ( nr— 0? %7l-^X ) ' 

wie man durch eine einfache Transformation ableitet, und durch Summation 
beider Ausdrücke ergibt sich 






X nr+a; tn+x ^^ 



, sin xdx. 



Die Doppelreihe innerhalb der Parenthese ist der bekannten Entwickeiung von 
cosec X gleich, folglich 






daa «> f /•« 



für ein ohne Grenze abnehmendes e , wodurch je nach der Beschaffenheit der 
Function fx jeder Werth repräsentirt werden kann. 

* 35. 

Anders verhtfit es sich mit der Bestimmung von w. Der Werth dieses In- 
tegrals lasst sich transformiren in 

ki 



-f V(f)^-««-j[f(f )£?-•.'« 
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wo 



«^o 



/»OO 

I ^/ojXcosa; . 



und cCq eine beliebige Grösse im ersten Quadranten bezeichnen mag. Man er- 
hsli nun durch Einführung von 

Px SS fx ^ fe 



^0 



/^ 00 • /» oo 



und wenn man beide Integrale auf 4as Intervall von x^ bis ir^ + ^ reducirt : 

r + TT 
j 4. — ^^ qr etc. j cosxdx H- 

Das'zweite Integral verschwindet wie oben t;^ mit wachsendem k und ab- 
nehmendem e, so dass 

erhalten wird, wo Xq ®>^6 endliche Grösse bezeichnet, da die Reihe unter dem 
Integralzeichen als Summe zu Null abnehmender Glieder mit alternirenden Vor- 
zeichen gleichfalls convergirt, und das Integral zwischen endlichen Grenzen 
keine unendlichen Elemente enthalten kann. In dem Umstände, dass w^ als 
eine endliche Grösse angesehen werden darf, liegt die Berechtigung zur Tren- 
nung des Integrals w in zwei abgesonderte Integrale, welche wir jedes für sich 
betrachten. ' 

Man zeigt nun leichti dass in der Gleichung 

das erste Integral über alle Grenzen wächst, während das Product f^^t^ endlich 
bleibt. Denn wenn %^ einen Mittel werth zwischen und x^ bedeutet, der mit 
letzteren^ im ersten Quadranten liegt, wo der Cosinus nicht verschwinden kann, 
so ist 



^(-f)c08|^ 



X 




eine über alle Grenzen wachsende Grösse, vorausgesetzt natürlich, dass /'('^) 
mit wachsendem k sich nicht der Null nähert. 

36. 

Das in der Gleichung 



V B Um I 



fx~—^ limy /^« 



X 

für A:ssoO; € = enthaltene Theorem setzt zu seiner Gültigkeit nur voraus, dass 



/. 
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fx dx eine-eDdliche und stetige Function sei, während x von bis x^ zu- 

nimmt; auch brauchen die Werthe von fx innerhalb der Integrationsgrenzen . 
nicht reell zu sein, da man offenbar die allgemeinere Form 

fx^ f^x-^ if^x 
substituiren darf. 

Man kann die gefundene Gleichung in etwas veränderter Gestalt schreiben, 
wenn man den Werth 



X 



sinÄ:a; = sin — ^ ^ 



2 



nxi 



einfahrt, wo ä =? fw + y. Da wi mit k über alle Grenzen wächst, so erhält man 
Nehmen wir hier (V, < S«r, damit der Factor ^^^^ nicht verschwinde, so dttr- 

X 

fen wir statt /"o?, also 2/*« statt fe setzen, und bekommen 

Eine leichte Substitution ergibt analog 

wenn op^ < 8 tt, und durch Addition 

• «/ — «^ 

wo der Werth des Integrals jfx dx f\Xr — o?^ < o; < a?, endlich und stetig sein 

Diuss. Schmbt man endlich fix-hy) statt fxy so wird 

/'(y-fi) + /-(y + fil=«:S^ I 'fxe'<^-y)*dx, 

oder wenn man y mit x vertauscht : 

* -OD «Tri ' 

Bier hat die linke Seite den Werth fx^ so oft 

lim /"(ac -^ «) *: lim f (a?-*- «), 
d. b. so oft die Fnnction für den Werth x des Arguments stetig bleibt , und 
nur wenn eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt, hat man das arithmetische 
Miltd aus den beiden Sprungwerthen zu nehmen. 

Dass die Variable x in den Integrationsgrenzen in obiger Formel erscheint, 
ut wegen der Willkttrlichkeit von x^ und x^ nur scheinbar ; man sieht leicht, 
dass man zwei ganz beliebige Grenzen a und 6, deren Differenz nur nicht gros- 
ser als 2 TT ist, einftlhren kann, und dass die Formel dann für jeden Werth von 
ac innerhalb dieser Grenzen gilt. Auch steht dem Unendlichwerdenj der Fun- 
ction fx Nichts im Wege, wenn nur die Bedingung der Stetigkeit und Endlich- 
keit ^OB 1^ fxdx erftült ist, während x zwischen a und b variirt. 

Seheibaer,, UneDiUiche Reihen. ^ 
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Setzt man a^-^-ny b^rty so geht der in Art. 32 aufgestellte Satz hervor, 
wonach innerhiflb des Intervalles — tt < o; < tt jede Function durch die con~ 
vergente Entwickeiung 



/»TT 

Jn I 



71 



dargestellt werden kann, wenn man im UnstetigkeitsTalle das arithmetische Mit- 
tel aus den Sprungwerthen nimmt. 

h 37. 

Um die Frage zu beantworten, welche Werthe durch die Fourier^ sehe 
Entwickelung dargestellt werden, wenn x ausserhalb des Intervalles ±n liegt, 
braucht man bloss zu bedenken, dass die rechte Seite sich nicht ändert, wenn 
0? um 2^ vermehrt wird; man hat daher unter fx eine mit dem Index 2/r 
periodische Function zu verstehen, wenn man die Gültigkeit der Gleichung 
für beliebige reelle Werthe von x in Anspruch nehmen will. Für x=s±7t 

wird das arithmetische^ Mittel ~ — ^ dargestellt, wie sich sofort ergibt, 

wenn man allgemein b^a-h^yc setzt, und berücksichtigt, dass wegen der Pe- 
riodicitat der Function die Werthe der bestimmten Integrale nicht von der 
Grenze a abhängen können. 

Einige Verallgemeinerungen der gefundenen Entwickelung bieten sich leicht 
dar. Zunächst kann man die Variable mit einem beliebigen Factor multiplici- 

ren, und z. B. slalt x schreiben, um eine mit dem Index ä periodische 

Function zu erhalten. Dadurch wird 

00 stunti 

fx=2e "TT -— I fxe — ö~ dx 



a 



'd 



für beliebige Werthe von a und 6, deren Differenz a nicht überschreitet. Es 
isrt nicht zu übersehen, dass hieraus eine in doppelter Art vielfache Entwicke- 
lung einer willkürlichen Function fx innerhalb der Grenzen a < x < 6 nach den 
Potenzen einer imaginären ExponentialgrOsse folgt. Denn einerseits steht 
Nichts im Wege, in der gegebenen Formel a sich beliebig ändern zu lassen, 
wenn nur die Bedingung a > 6 ^ a erfüllt bleibt, welche also namentlich ein 
unbestimmtes Wachsen zulässt, um auf diese Weise Fortschreitungen nach ver- 
schiedenen Vielfachen von x im Exponenten von e zu erhalten. 

Andererseits kann man für jeden Werth von a, für welchen beide Grenzen 
um weniger als a von einander abstehen, nach einer oder nach beiden Seiten 
hin, willkürliche Werthe der Function hinzusetzen, bis die Ausdehnung der 
Grenzen a wird, und stets muss in der Darstellung der so ei'weiterten PunctioD 

2nsn 

nach den Potenzen von e « auch die Darstellung ihrer engeren Werthe zwi- 
schen a und b enthalten sein*). Hierbei ändern sich also' bloss die Werthe der 



*) Wenn die Differenz 6 ^ a < a ist, so sind die nächstgelegeoen Functionswertke fttr 
b^a<x<a und 6 < o? < a -4- a als Null anzusehen. 



« 

\ 
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GoeflSoienten^der ExponentialgrOssen ; man kann die hieraus entstehende Man- 
nichfaltigkeit noch aus den Entwickelungen der ersten Reihe (wo a variirte) 
vermehren, wenn man bedenkt, dass Entwickelungen nach den ganzen Vielfa- 

chen von — , warn eine ganze Zahl, auch Entwickelungen nach den Vielfachen 
von — sind. * • 

a 

Endlich mag bemerkt werden, dass man vor und hinter dem Integralzei- 
chen reciproke Werthe einer und derselben Function von x als Factoren hinzu- 
fügen kann, wodurch 



fx SS 2 e a 2.1 fxe « dx 

''Ja . 
erhalten wird, und was dergleichen identische Transformationen mehr sind. 

38. 

Bezeichnet man durch f'x = -j— die Derivirte der Function fx, und setzt 

voraus, dass 1 fx dx ss fx endlich und stetig für a < o? < 6 sei, so kann man 
f X seinerseits durch die Gleichung 

f'xe-'^'dx 

a 
ausdrtlcken. Differentiirt man die analoge Formel für fx, so wird 

f'x = 2 6«^' ^ I fx c-'^* (te, 

und es kann dieser letztere Ausdruck, offenbar nur dann Gültigkeit haben, wenn 
er mit dem vorhergebenden übereinstimmt. Es ist von Interesse, die Bedingun- 
gen dieser Uebereinstirhmung aufzusuchen, weil entgegengesetzten Falles der 
Schluss erlaubt ist, dass die unendliche Reihe auf der rechten Seite der durch 
Differentiation erhaltenen Formel unmöglich convergiren kann. 
Die partielle Integration ergibt 

J^b r*b 

f'x e-"^ dx = ß. 6-"** - fä . e-*«»» -h m | fx ö-«^' dx 
a Ja 

und hieraus erkennt man, dass die directe Differentiation einer Fourier*schen 
Reihe nur erlaubt ist, wenn fi)r jeden Werth von n 

d. h. wenn die Relationen 

b = a-h^TT und f(a'\-%7i) = fa 

erfüllt sind. In jedem anderen Falle ist die Summe 

/%b 

divergent, und es muss jeder Coefficient c^ um 

6* 
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vermehrt werden, wenn der Werth von f'x hervorgehen soll. 

39. 
Eine neae Fonn erhält die Gleichung 

des Art. 34, wenn man 

cos tx dt 






setzt. Durch diese Substitution folgt das Doppelintegral 






oder 

fxoostxdi> da^ 

wo das unendliche Wachsen von k in die Integralgrenzen verlegt ist. Hier Iflsst 
sich trotz der Möglichkeit, dass fx innerhalb des Integrationsintervalles unend- 
lich werden kann, die Integrationsordnung umkehren. Denn sei /"^ssoo, so 

haben wir Art. 33 bewiesen, dass f^"^^ fx tf^^dx verschwindet, was auch k 

J i-i 

sei, weil i fxdx als endlich und stetig vorausgesetzt worden ist. Mithin ergibt 
sich das Fourier^sche Integral 

Ttfe^l \\ fxe^dAdt 







-^/"«ssf W /a? cos trete 

Durch ein analoges Verfahren wie das Art. 36 eing^hlagene bringt man 
diesen Ausdruck auf die allgemeine Form 



t/ — «o Jn 



2 

»6 



dt i fyco8t{x-^y)dy, 



wo keine andere Bedingung erforderlich ist, als dass x zwischen den ganz be- 
liebigen Grenzen a und 6 enthalten sei. Da man über die beliebige Function fx 
so disponiren kann, dass dieselbe ausserhalb des Intervalles von a bis 6 ver- 
schwindet, so kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit die Integrations- 
Grenzen ± oo einfuhren, wodurch fx für alle reellen Werthe des Arguments 
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dargestellt wird. Bei Unterbrechungen der Stetigkeit erhalt man wiederum das 
arithmetische Mittel aus den Sprungwerthftn ; aki den Grenzen gehen daher 
bloss die halben Werthe ^ fa und ^ fb heryor, während ausserhalb des loter- 
valles a < a; < 6 das F ou r i e r^ sehe Doppelintegral verschwitidei« 
Schreibt man 



fxe^^^dx 



so wird 



— 00 



so dass unser Theorem unter der Form zweier einander gegenseitig sich bedin- 
gender Gleichungen dai^stellt werden kann, auf deren Reciprocität Caucht 

■ 

und PoissoN aufmerksam gemacht haben*). 

40. 

Um die Formeln der vorhergehenden Paragraphen 'auf ein paar Beispiele 
anzuwenden, setzen wir zunächst 

fx^e-^^a^-\ assO, 6 = 00 
und nehmen r und s mit positivem reellen Theile, damit 



/. 



*e-'"^x'"-*(te = ^ 




nicht unendlich werde. Dann erhält man 






folglich 

für beliebige positive Werthe von x. Die Substitution des fttr fx atigenomme* 
nen Ausdruckes ergibt sogleich 



4 /•« 






^ (r+fiV ^^ /> 

wenn (C>0, während für a;<0 der Werth des bestimmten Integrals ver- 
schwindet. 

Femer sei 
wo wiederum der reelle Theil von r als positiv vorauszusetzen ist, so hat man 

Zur Ermittelung dieses bestimmten Integrals schreiben wir der Abkürzung 
halber 



*) Vergl. zwei Notizen von Cavcbt : ,^nir uiHe M 4» r^dprocit^ ^i exUU wtre certaiMt 
fimcUom" im B^dUlin de la iodät^ phikmaiique 4847, 8. 484 und 4848, S. 478. 
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und diSerentüren diesen Ausdruck nach den beiden Argumenten r und s. t)a* 
durch ergibt sich leicht 

und durch partielle Integration nach dem Factor xe"^^ : 
Femer wird 

Die Integration der fUr die partiellen Differentialquotienlen c^. und v^ ge- 
fundenen Ausdrücke ergibt ohne Mühe 

Vr 
wo derconstante Factor c von r und von s unabhängig sein muss. Ersetzt man 
jetzt wieder s durch s-^tif so folgt 

Yr 

und durch Substitution in die Gleichung des Fourier'schen Theorems 

erhält man , ^ z^» <*'*'^*'^' i t^i 

Das Integral auf der rechten Seite hat wieder dieselbe Form , wie das durch u 
bezeichnete Integral, und zwar folgt durch Vertauschung von s mit |— -hx) t 
und von r mit seinem inversen Werlhe : 

d. i. • c* SÄ 1. 

Damit wird 

e ^ dflc = -I- -7= e ^ 

Die Bestimmung des Vorzeichens geht aus der Betrachtung hervor , dass wenn 
die imaginären Theile von r und s verschwinden , der Werth des bestimmten 
Integrals, dessen sämmtliche Elemente alsdann sämmtlich positiv wecden, selbst 
einer positiven Grösse gleich sein muss. Es ist folglich + Vr stets mit positi- 
vem reellen Theile zu wählen. 

■ 

• Sei 

OB 

fx^aiS {p{x-hncf) 

^99 



' - pfe/. 
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als Summe einer convergirenden Reihe definirt, so entspricht einer Vermehrung 
von X um a eine Aenderung des Summenindex n um die Einheit , folglich hat 
man f[x + a) = /a? , 

d. h. die Function fx ist mit dem Index a periodisch, der einer reellen und po- 
sitiven Grösse gleich gesetzt werden mag. Nach Art. 37 Ist dann die Fourier'- 
sche Entwickelung für beliebige reelle Werthe des Arguments statthaft, und m^n 
erhalt 

fx^—Se " Si «(a;-i-iito)e" " dx. 



a 






Schreibt man unter dem Integralzeichen x — ma statt o?, so ergibt sich die 
Summe 

S I g>xe * dXf 

""«/a-l-iii« 
wo der Index m nur in den Integrationsgrenzen vorkommt, und die Summation 
sogleich ausfuhrbar ist. Damit wird 



.4 



I q>xe ' 

•/ — flO 



/ajsBs*— 5 c " I q>xe * dx 

•/ — flO 

erhalten, und es kommt darauf an, die FuDClion g>x so zu wählen^ daas die In- 
tegration zwischen den Grenzen Hh oo geierstet werden kann. 
4) Setzt man z. fi. 

q)X = e-K^+V^)' 
wo der reelle Theil von r posTtiv zu nehmen ist, so folgt für ass 1 

fx^ S e-r(ii+a;+iri)» — ^ ^nami 1 ^ -r(r»+yf)« - ^namidx, 

*/ —00 

und nach Ausfuhrung der Integration mittelst der Formeln des vorigen Art. 

Schreibt man daher zur Abkürzung 

ü so? -4-^1, r^TtSj 
so wird 

wenn der reelle Theil von s und Vs posjtiv genommen wird. Die bewiesene- 
Formel spielt in der Theorie der elliptischen Functionen eine wichtige Rolle zur 
Reduction imaglnSirer Amplituden auf reelle. 

^ 2) Sei ferner 

wo a?ss-l- ti so beschaffen sein muss, dass die unendliche Summe convergirt, 

so ist f{z-k'\)^f%, 

4 

folglich 
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Die lotegration auf der rechten Seite ist nach Art. iO ausführbar, so lauge x 
und y positive reelle Tbeile haben. Pa y positiv vorausgesetzt ist (Art. ti) und 
f nicht unter der Einheit liegen darf, w^nn f% convergent sein soll (Art. 34), 
so et^bt sich nach leichter Rechnung 

WO sich die Sumroätion bloss auf positive Werthe von n erstrecken darf, weil 
die auf negative Werthe von w besUglichen Integrale sufblge des Art. 40 ver- 
schwinden. 

Setzt man zur Abkürzung 

so folgt mit Httlfe der Relationen 

acsy-i-iiiy 6c = ±f 
die Gleichung 

Jt, («?+liwr<)' 1.1* ' 

welche erfordert, dass w unda? — 4 positive reelle Theile haben. Für res 4 

endlich entspringt die bekannte PonMl . 

f __J 4_ 



Druck YOQ Braitkopf und Hftrtel in liripiig. 
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